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Ich freue mich, wenn Sie sich die Vorlesung anschauen und ich hoffe, dass Ihne die
Vorlesung helfen wird, den Stoff zu verstehen. Allerdings gibt es unterschiedliche
Lerntypen. Wenn Sie feststellen, dass Sie besser z.B. mit Ubungsaufgaben und
Handout lernen, dann sollte es Sie beruhigen zu erfahren, dass ich nicht vorhabe,
in der Vorlesung »Geheimtipps« zu geben. Dieser Handout soll Thnen vor allem
einen Uberblick tiber den Stoff der Vorlesung verschaffen. Wie Sie sich diesen
Stoff aneignen, mochte ich Thnen tiberlassen.

« Ubung

« Handout

+ Tutorien

« Hausaufgaben

« Diskussionsforum
+ Online Meeting

o Literatur

Routinen zum Lernen
+ Lernen Sie gemeinsam. Bilden Sie eine Lerngruppe.

« Folgen Sie einer Routine. Lernen Sie jede Woche zur gleichen Zeit.

Hausaufgaben

« Problem: Die Techniken, die in dieser Veranstaltung vermittelt werden, kann man
nicht »auswendig lernen« sondern muss man verstehen. Das klappt aber nur mit
Uben.

Diese Ubungen miissen Sie gleichmaf3ig iiber das Semester verteilen.

Wie bleiben Sie am Ball? Wie kontrollieren Sie Thren Erfolg?

Losung: Regelmaflige (wochentliche) Aufgaben, regelméfliges Feedback.

Hausaufgaben zahlen fiir Gesamtleistung.

Diskussionsforum

+ Technische Fragen auf die Sie rasch eine Antwort haben wollen. Bitte verstehen
Sie, dass ich alle Fragen zum Stoff so beantworten mochte, dass alle Studierenden
die gleichen Informationen haben.

Online Meeting
« Allgemeine Fragen die langer warten konnen.
Konventionen im Handout Normalen Text werden wir immer so darstellen, wie hier. Be-

rechnungen in Statistikprogrammen schreiben wir in einer Nichtproportionalschrift,so
wie im folgenden Beispiel.
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Erklarungen zu diesem Statistikprogramm schreiben wir in einer serifenlosen Schrift.

1. Einfithrung — Schatzen von Parametern

1.1. Ein Beispiel zur Motivation

Wir begleiten die Vorlesung durch regelméaflige Hausaufgaben. Unsere Hoffnung ist, dass Ih-
nen die regelmafligen Hausaufgaben helfen, regelméflig mitzuarbeiten, und helfen, gut vor-
bereitet in die Klausur zu gehen. Worauf griindet sich diese Hoffnung?

In den vergangenen Jahren haben wir ein dhnliches, freiwilliges Angebot gemacht. Hier
ist die Dichte der Klausurergebnisse aus einem vergangenen Jahr. Wie Sie sehen: Es gibt
mehr und weniger erfolgreiche Studierende in beiden Gruppen. Einfach ware es, wenn alle
Leute, die regelméafiig Aufgaben bearbeiten, 120 Punkte erhalten, und alle Leute, die das nicht
tun, nur 80 Punkte erhalten. So einfach ist es aber nicht. Es gibt offenbar andere Faktoren,
die wir nicht kennen, und die den Erfolg auch beeinflussen. In dieser Vorlesung werden wir
dariiber reden, wie wir mit dieser Unsicherheit umgehen — Unsicherheit, die entsteht, weil es
Einflisse gibt, die wir nicht kontrollieren konnen. Wir modellieren diese unkontrollierbaren
Einfliisse als ,,Zufall®.

keine Aufgaben gerechnet EE—
Aufgaben gerechnet —

0.020 —

0.015 —

0.010 —

Density

0.005 —

0.000 —

Punkte

Vergleichen Sie die folgenden Aussagen:

« Regelmafliges Rechnen von Aufgaben hat 2009/10 im Durchschnitt den Klausurerfolg
verbessert.

© Dliver Kirchkamp
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+ Regelmafiges Rechnen von Aufgaben hat 2009/10 im Durchschnitt den Klausurerfolg
um 12.5 Punkte verbessert.

« Die durchschnittliche Verbesserung des Klausurerfolgs (unabhiangig vom Jahr) liegt
zwischen 5.7 und 19.3 Punkten.

Alle Aussagen sind, soweit wir es heute beurteilen konnen, zutreffend — allerdings unter-
schiedlich prazise.

Die erste Aussage driickt sich um jede Quantifizierung. Gerade wenn wir Kosten und Nut-
zen vergleichen wollen, ist das wenig hilfreich. Fast alle interessanten 6konomische Maf3-
nahmen haben sowohl positive als auch negative Konsequenzen. Nur wenn wir die Konse-
quenzen quantifizieren, haben wir eine Chance, Vor- und Nachteile abwégen zu kénnen.

Die zweite Aussage ist sicherlich prazise — allerdings offenbart sie nicht, wie genau oder
ungenau unser Wissen zu diesem Zusammenhang ist.

Erst die dritte Aussage klart, dass wir in diesem Fall — leider — keine allzu genaue Prognose
abgeben konnen.

1.2. Ziele der Vorlesung

Wir werden uns im Laufe der Vorlesung mit drei Dingen beschéftigen:

« Schdtzen (Quantifizieren) von Parametern
z.B. wie reagiert ...
— ...der Klausurerfolg auf regelmafliges Bearbeiten von Ubungsaufgaben,
- ...das Wirtschaftswachstum auf Bankenregulierung,
- ...Arbeitlosigkeit auf Qualifizierungsmafinahmen,...
(Schitzen: — Kapitel g-H)
(Schitzen von Effekten/Einfliissen: — Kapitel §-fi2.1)

+ Bestimmen von Credible- und Konfidenzintervallen (Quantifizierung der Genauigkeit)

Wir wissen keine genaue Antwort, aber in welchem Bereich liegt der gesuchte Wert
etwa? (z.B. zwischen 5.7 und 19.3 Punkten im Klausurerfolg...)

(— Kapitel § und f)

+ Testen von Hypothesen (Quantifizierung der Signifikanz)

Wir haben z.B. die Hypothese, regelmafliges Rechnen von Aufgaben steigert den Klau-
surerfolg (nicht nur 2009/10, sondern allgemein). Wie konnen wir eine solche Hypo-
these testen?

(— Kapitel B-F)
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In dieser Vorlesung werden wir Methoden zur Strukturierung empirische Zusammenhange
betrachten. Diese Methoden nur theoretisch zu diskutieren, ist moglich, allerdings fiir viele
Studierende nicht wirklich praxisrelevant. Ich versuche deshalb, den Stoff mit praktischen
Beispielen am Rechner zu illustrieren.

d n
« Theorie zB.— Xi—§& 2= ...
d&;( )

« Praxis (Anwendungen am Computer)

Fir den praktischen Teil miissen wir uns auf irgendeine Software einigen. Jeder hat seine
Lieblingssoftware:

+ z.B....SAS, STATA, SPSS, S, EViews, TSP, ...

— Installation erfordert Lizenz — teuer

« R
— frei + gratis + sehr leistungsfahig

— Probieren Sie die Beispiele mit R aus der Vorlesung und Ubung méglichst mit
Ihrem Computer oder den Computern im Pool der Fakultat aus. Benutzen Sie die
Online Hilfe um neue Kommandos zu verstehen.

« Kann man Daten nicht auch in einer Tabellenkalkulation (Libreoffice, Gnumeric, Mi-
crosoft Excel...) bearbeiten?

— Es ist deutlich schwerer, Arbeitsschritte in einer Tabellenkalkulation eindeutig und
nachvollziehbar zu beschreiben.

Tabellenkalkulation: Schwer zu dokumentieren, fehleranfillig:
« Wahle im Menii File/Open die Datei D. csv.
« Wihle im Dialog eine lange Reihe von Optionen zum Import dieser Datei.
« Wahle das Menii Data/Statistics/Regression

« Wihle im Dialog folgendes:
— Independent variable range: $D06 . $A$2: $A$41
— Dependent variable range: $D06 . $B$2: $B$41

Notation wie $D06.$A$2: $A$41 ist nicht offensichtlich und fithrt zu Fehlern.

Programm (z.B. R): Leicht zu dokumentieren:

© Dliver Kirchkamp
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Im(y ~ x,data=read.csv("D.csv"))

Sie werden (fast) immer wieder zu Threr Arbeit zuriickkommen:

 Reproduzierbares Arbeiten spart Arbeit.

Wenn gut dokumentiert ist, was Sie gemacht haben, ist es leicht, an Thre Arbeit wieder
anzukniipfen.

« Ist es nicht offensichtlich, wie die Analyse von Daten durchzufithren ist?

« Alles, was man braucht, sind Daten und die Fragestellung.

Die Antwort sollte klar sein — oder?

Leider ist es nicht so einfach:
Beispiel: Silberzahn, R., Uhlman, D.,...Nosek, B. (2018). Many analysts, one data set: ma-
king transparent how variations in analytic choices affect results. Advances in Methods and

practices in Psychological Science (1). 337-356.
Autoren geben die gleichen Daten an 29 Teams von Forschern und Forscherinnen.

« Frage: Werden im europaischen Fufiball farbige Fuf3ballspieler benachteiligt?

« Antwort (abhangig von Forschungsteam): farbige Spieler erhalten...

- 11% weniger gelbe und rote Karten.

- 2.93 x so viel gelbe und rote Karten.

In dieser Veranstaltung werden wir mit R arbeiten. Fiir diese Arbeit sollten Sie sich zwei
Programme installieren:
« R
Instruktionen finden Sie auf https://cran.r-project.org/
« Ein Frontend fiir R. Ich verwende hier RStudio.
https://rstudio.com/products/rstudio/download/

+ R organisiert seine Funktionen und Daten in »Paketen«. Bevor ein Paket verwendet
werden kann, muss man das R zunichst sagen:

library(Ecdat)

Das klappt nur, wenn das Paket auch vorhanden ist. Wenn es statt dessen eine Fehler-
meldung gibt...
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Error in library(Ecdat): there is no package called 'Ecdat'

...miissen wir das Paket installieren (z.B. aus RStudio heraus, rechts unten, Reiter »Packa-
ges / Install«).

Ein Frontend (wie RStudio) macht es einfacher, R zu bedienen.

© Dliver Kirchkamp

File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help

[Editor Environment

Files Plots Packages

Console

« Ziel der Vorlesung ist es nicht, dass Sie lernen, R perfekt zu beherrschen. Verschwenden
Sie nicht zuviel Zeit darauf, sich die genaue Syntax von komplizierten Kommandos
einzupragen.

« Ich gebe hier im Handhout manchmal die genaue Syntax fiir eine bestimmte Software
(R) an, damit Sie es leichter haben, die Beispiele selbst nachzuvollziehen (und damit
Sie die Syntax eben nicht auswendig lernen miissen). Die Syntax, die Sie im Hand-
out sehen, wird zuweilen kompliziert, weil ich versuche, die Ergebnisse einigermaflen
hiibsch darzustellen. Manchmal mdchte ich Thnen auch einen kleinen Trick zeigen. In
der Vorlesung werde ich mir das oft sparen. Vielleicht lassen Sie sich ja fiir die ein
oder andere Grafik in Threr Seminar- oder Diplomarbeit inspirieren. Fiir die Klausur
sind diese Feinheiten jedenfalls nicht relevant.

« Sie sollen lernen, grundsatzlich Ergebnisse (Text und Grafik) von Statistikprogrammen
zu verstehen.
« Die Details stehen dabei nicht im Vordergrund.

Am Ende der Vorlesung sollten Sie z.B. wissen, wie die folgende Tabelle zu interpre-
tieren ist.
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data(Caschool,package="Ecdat")

attach(Caschool)

large <- str>20

xtable(est<-1lm(testscr ~ str + elpct + expnstu))

Estimate Std. Error tvalue Pr(>]t|)

(Intercept) 649.5779 15.2057 42.72  0.0000
str -0.2864 0.4805 -0.60  0.5515

elpct -0.6560 0.0391 -16.78 0.0000
expnstu 0.0039 0.0014 2.74  0.0064

Wenn Sie sich jetzt immer noch unsicher sind, wie die Klausur aussieht: Rechnen Sie
regelmafBlig Aufgaben aus Tutorium und Ubung. So haben Sie hinreichend Gelegenheit,
realistische Aufgaben zu iiben.

Schatzer

Die »wahren Zusammenhéinge« dieser Welt werden beschrieben durch unbekannte
Parameter 0 (Zusammenhang zwischen z.B.

— Arbeitslosenunterstiitzung« Arbeitslosigkeit,
- Ubungsaufgaben«—Klausurerfolg,

— Inflationsrate«— Wirtschaftswachstum,...)

Wir beobachten einen Ausschnitt dieses Zusammenhangs (Stichprobe Xy, ..., X;)

(z.B. Arbeitslose in Thiiringen 2020, Klausur 2021,...)

Wir wollen einen Aussage machen tiber »den Rest der Welt« (einen anderen Teil der
Population, z.B. Arbeitsmarkt in Thiiringen 2023, Klausurerfolg 2023,...)

Modell: beobachtbar:
Ereignisraum — Zufallsvariable — Stichprobe
we X~ F(X|0) ) ST, &

Parameter & « 0= g(Xqy. ooy Xn)

Ereignisraum Q: Der Ereignisraum () enhélt alle moglichen Ereignisse w. Um mit Ereig-

nissen rechnen zu konnen, bilden wir sie in Zahlen X ab. X nennen wir Zufallsvariable.

Zufallsvariable X: Wir betrachten eine Zufallsvariable X ~ F(X|0) mit unbekanntem Pa-

rameter 0. (Manchmal werden wir unsere Parameter auch W, o, oder 3 nennen.)
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Stichprobe (X;,...,X;): Nun beobachten wir eine Stichprobe, im einfachsten Fall also n
Zahlen.

Diese Zahlen X; folgen einer (unbekannten) Struktur die durch X ~ F(X|0) gegeben
ist. Diese Struktur (das 0) versuchen wir zu ergriinden.

Stichprobenfunktion g: Eine Stichprobenfunktion g berechnet uns aus der Stichprobe (X, ...

eine neue Zahl (oder mehrere neue Zahlen).

Schitzer Ein Schdtzer ist eine Funktion g(Xj, .. ., X,,) die jeder Realisierung der Stichprobe
Xy ...y Xy einen Schétzwert 0 fiir das unbekannte 0 zuordnet.

. Schreibweise: 8 = g(Xj, ..., Xn)

Schatzer, die Sie bereits kennen

. Mittelwert: fix = X =+ 5 ', X; (Zufallsvariable) (x ist also nicht nur der Mittel-

T
wert der Stichprobe, X ist auch ein Schéatzer fiir den Mittelwert px der Population)

» Median: piy 1= median}_; (X;) (Zufallsvariable)

« Varianz: 6% = ﬁ > (Xi — )_()2 (Zufallsvariable) (6% ist also nicht nur die Va-
rianz der Stichprobe, 6% ist auch ein Schitzer fiir die Varianz 0% der Population)

« Schétzer der Standardabweichung: 6x = \/ ﬁ > (Xi — )_()2 (Zufallsvariable)
(0x ist also nicht nur die Standardabweichung der Stichprobe, 0 ist auch ein Schatzer
fur die Standardabweichung ox der Population)

Die Schatzer fiir Mittelwert und Median sind sogenannte »plug-in« Schitzer. Die gleiche
Funktion, die einen Parameter der Population bestimmt, wird auch als Schatzer fiir diesen Pa-
rameter genommen. Das muss nicht sein. Die Schatzer fiir Varianz und Standardabweichung
fihren eine kleine Korrektur ein.

Welchen Schatzer sollte man nehmen?  Beispiel: Schétzer fiir den Mittelwert:

« Nehmen wir an, wir haben eine Stichprobe X . .. X, einer Zufallsvariablen X ~ F(X|0).

« Angenommen, der unbekannte Parameter 0 sei der Mittelwert p. Wie konnen wir den
Mittelwert von X schatzen?

— Wir nehmen einfach die erste Beobachtung X;
— Wir nehmen den Median der Stichprobe X; ... X,

— Wir nehmen den Mittelwert X der Stichprobe X; ... X,

Alle diese Verfahren liefern einen Schitzer fiir den Mittelwert . In Kapitel | werden
wir Kriterien kennenlernen, die uns helfen, die Qualitat dieser Schétzer zu bestimmen.

© Dliver Kirchkamp
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Beispiel — Ausgaben fiir Lebensmittel

Im Anhang wird anhand eines einfachen Beispiels erklért, wie Sie einen Datensatz in R
O0ffnen, wie Sie Daten ansehen, und wie Sie mit den Daten arbeiten konnen. Hier kiirzen wir
das Verfahren etwas ab.
Das Kommando offnet einen Datensatz aus einem Paket das mit package spezifiziert wird.

data(BudgetFood,package="Ecdat")

Das Kommando dim sagt und, wie grof3 der Datensatz ist, also wie viele Zeilen (Stichproben) und Spalten
(Variablen) er besitzt.

dim(BudgetFood)

[1] 23972 6

names zeigt die Namen der Variablen in einem Datensatz an:
names (BudgetFood)

[1] "WfOOd" Iltotexpll Ilagell "SiZe" Iltownll "SeX"

Die Variable wfood enthélt den Anteil der Ausgaben spanischer Haushalte fiir Lebensmit-
tel. Wenn wir uns fiir den mittleren Anteil interessieren, konnten wir einfach das folgende
Kommando verwenden:

Das Kommando erlaubt es uns, auf die Variablen dieses Datensatzes zuzugreifen, ohne jedes Mal den

Namen des Datensatzes dazu schreiben zu miissen. mean schliefilich berechnet einen Mittelwert.

attach(BudgetFood)
mean (wfood)

[1] 0.378321

Also 37.83% des verfiigbaren Einkommens wird fiir Lebensmittel ausgegeben. Das ist ein-
fach, wenn wir Zugrift auf den gesamten Datensatz haben. Stellen wir uns vor, die 23972
Mitglieder dieses Datensatzes sind unsere Population (und wir wiirden uns, im Rahmen die-
ses Beispiels, nur fiir diese 23972 interessieren). Stellen wir uns ferner vor, dass es kostspielig
ist, Daten zu erheben, und dass wir nur eine kleine Stichprobe nehmen kénnen (dass wir also
nicht alle 23972 kennen).

Das Kommando sample zieht eine Stichprobe aus einem Vektor.

Hier ziehen wir mehrmals eine Stichprobe der Groe 10 aus dem Vektor wfood (wir stellen

uns vor, dass wir jeweils 10 Haushalte befragen):

sample (wfood, 10)

[1] 0.1820983 0.3313547 0.6281348 0.4699777 0.2812468 0.2905913 0.3294758
[8] 0.2780813 0.3691347 0.5278351
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sample (wfood, 10)

[1] 0.4652740 0.2817307 0.3339667 0.2274102 0.1070396 0.3598388 0.1651700
[8] 0.3323353 0.7974191 0.6178727

sample (wfood, 10)

[1] 0.2590431 0.5522304 0.5099138 0.4490395 0.3665509 0.2899829 0.3237376
[8] 0.3826898 0.3073169 0.1615013

Dies sind also jeweils 10 zuféllig ausgewahlte Haushalte.

Wenn man von einer solchen Stichprobe den Mittelwert nimmt, bekommt man ein Ergeb-
nis. Allerdings bekommt man mit der néchsten Stichprobe auch ein anderes Ergebnis. Hier
sind drei Mittelwerte, die auf diese Weise entstanden sind:

mean (sample (wfood, 10))

[1] 0.4000348

mean (sample(wfood, 10))

[1] 0.3703045

mean (sample (wfood, 10))

[1] 0.4023415

Wenn wir also drei Interviewer zu unserer Population von 23972 Haushalten schicken
wiirden, die jeweils eine Stichprobe der Grofle 10 machen wiirden, dann wiirden wir drei
verschiedene Ergebnisse, drei verschiedene Schdtzungen fiir den Mittelwert der Population
von 23972 erhalten.

Das passiert uns bei vielen Messungen. Wir befragen nur einen Teil der Wahlberechtigten
uber ihr Verhalten bei der nichsten Wahl, nur einen Teil der Konsumenten tiber ihr Kaufver-
halten,... In jedem Fall gibt uns unsere Messung ein Ergebnis, aber dieses Ergebnis wird bei
jeder neuen Befragung unterschiedlich ausfallen.

Der Schatzer, also der Mittelwert, den wir hier betrachten, ist also wieder eine Zufallsva-
riable. Wenn wir eine Aussage iiber die Genauigkeit des Schétzers machen wollen, brauchen
wir dessen Verteilung.

Das Bild links stellt noch einmal die Verteilung der Population dar. Das Bild rechts die
Verteilung unseres Schitzers — also die Verteilung, die sich ergeben wiirden, wenn wir wieder
und wieder eine Stichprobe der Population nehmen wiirden, und fiir jede dieser Stichproben
den Schitzer bestimmen. Die gestrichtelte Linie gibt in beiden Grafiken den Mittelwert der
Population von 0.378 an.
densityplot berechnet die Dichtefunktion (siehe Abschnitt [A.6.1) die mit plot als Grafik dargestellt wird.

© Dliver Kirchkamp
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Auf Basis unserer kleinen Stichproben schitzen wir also zuweilen einen kleineren und
zuweilen einen grofleren Wert als den wahren Mittelwert (0.378) unserer Population von
23972 Haushalten.

Wir sehen aber auch, dass der Mittelwert (rechts) »genauer« ist, als eine einzelne Beobach-
tung der Population (links). Die Verteilung rechts ist »schmaler«. Wir erhalten also mit dem
Mittelwert einer Stichprobe kein perfektes Ergebnis, aber ein besseres Ergebnis, als wenn
wir nur eine Beobachtung nehmen wiirden.

1.4. Interpretation von Schatzern/Stichprobenfunktionen als
Zufallsvariablen

« Die Xj,..., X, der Stichprobe sind Zufallsvariablen.

Also sind Funktionen é(X1, ...y Xn) (z.B. der Mittelwert der Stichprobe) ebenfalls Zu-
fallsvariablen.

Hatten wir eine andere Stichprobe gezogen, dann hitte é(X1, ..., Xn) (z.B. der Mittel-
wert) auch einen anderen Wert.

Die Verteilung von 0 iiber verschiedene mdogliche Stichproben nennen wir die Stich-
probenverteilung von 0.

Mittelwert und Varianz von 0 sind Mittelwert und Varianz der Stichprobenverteilung

A A~

E(0) und var(0).

1.5. Einige Punktschatzer
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Ein Schatzer fur den Mittelwert
_ 1 &
ﬂX:X:E 21 Xi

Varianz Wihrend es vielleicht naheliegend ist, sich fiir den Mittelwert zu interessieren,
ist die Frage nach der Varianz nicht ganz so offensichtlich. Hier ist ein Grund: Wir wollen
zuweilen Mittelwerte vergleichen. Entweder den Mittelwert der einen Stichprobe mit dem
Mittelwert der anderen Stichprobe, oder einen Mittelwert einer Stichprobe mit einem hypo-
thetischen Wert.

Um (weiter unten) beurteilen zu konnen, ob eine Abweichung zwischen zwei Mittelwerten
oder zwischen einem Mittelwert und einem hypothetischen Wert mehr als nur »zufallig«
ist, miissen wir wissen, wie »genau« wir den Mittelwert eigentlich geschatzt haben. Dazu
miissen wir wissen, wie »genau« unsere Beobachtungen waren, und das beurteilt die Varianz.

Zuweilen sind wir auch urséachlich an der Varianz in der Population interessiert, etwa
wenn eine hohe Varianz auch mit einem hohen Risiko einhergeht.

Ein Schatzer fur die Varianz:

Warum sollte man diese Schitzer verwenden, und nicht andere?
In Kapitel | werden wir diese Frage beantworten.

1.6. Regression als ein weiterer Punktschatzer

Die Eigenschaften von Mittelwerten allein mag etwas langweilig erscheinen. Wir beginnen
mit Mittelwerten, weil es sich um sehr einfache Schétzer handelt. Spater werden wir die
Idee auf Regressionen verallgemeinern. Damit wir dieses Ziel nicht aus den Augen verlieren,
kommt hier bereits eine kleine Einfithrung. Wir stellen uns vor, dass wir folgenden linearen
Zusammenhang schitzen wollen:

Mehrere Variablen Xj,...,Xy haben einen Effekt auf eine abhéangige Variable Y:

Wir nehmen an, der zu schitzender Zusammenhang sei linear:

Y =80+ p1Xs+B2Xo+...+ X +u
Dabei sind

+ Y die abhéngige Variable.

+ Xj...Xi die unabhéngigen Variablen, die Y erklaren sollen (Notation: oben waren
X; identisch verteilte Stichprobenbeobachtungen. Wenn wir iiber Regressionen reden,
sind Xj, X3, ... unterschiedliche Variablen).

© Dliver Kirchkamp
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e Bo...Pyx die Parameter des Modells, die geschatzt werden sollen (genauso wie Mittel-
werte)

« U der vom Modell nicht erklarte Rest.

Ziel: Messung der einzelnen Effekte 34,..., By.

Die folgenden drei Grafiken zeigen jeweils den Zusammenhang zwischen zwei Variablen.
Zunichst sehen Sie Konsum und Einkommen, in der Mitte die Grof3e von Sohnen und Vatern,
und schliefilich die Fruchtbarkeit von Schweizern bezogen auf den Anteil der Katholiken in
der Bevolkerung.

library(lattice)
data(IncomeUK,package="Ecdat")
xyplot (consumption ~ income,type=c("r","p"),data=as.data.frame(IncomeUK))

50000 — oor © =
40000 — =

30000 — —

consumption

20000 — —

10000 — —

I I I I I I
10000 20000 30000 40000 50000 60000

income

data(father.son,package="UsingR")
xyplot (sheight ~ fheight,type=c("r","p"),data=father.son)
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sheight
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data(swiss,package="datasets")
xyplot(Fertility ~ Catholic,type=c("r","p"),data=swiss)
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Viele Zusammenhénge lassen sich auf diese Art und Weise darstellen. Viele Zusammen-
hange sind auch approximativ linear, konnen also durch eine Linie naherungsweise darge-
stellt werden. Eine solche Linie finden Sie in allen drei Grafiken. Manchmal ist die Anna-
herung gut, manchmal weniger gut. Eine solche Linie hilft uns, zu beurteilen, wie sich der
Konsum verédndert, wenn etwa das Einkommen um einen bestimmten Betrag steigt, oder wie
sich die Grofle der Sohne andert, wenn die Vater grofier werden, oder welche Auswirkungen
auf die Fruchtbarkeit eine Veranderung des Anteils der katholischen Bevélkerung hat.

Eine Moglichkeit, eine solche Gerade zu »schitzen, ist die OLS Regression. Wir werden
in Kapitel [ ausfiihrlich auf dieses Thema zu sprechen kommen.

Auch wenn wir hier iiber Schdtzer im Allgemeinen reden, ist es wichtig, OLS Regressionen

© Oliver Kirchkamp


http://www.kirchkamp.de/

© Dliver Kirchkamp

BWw24.1 — 21

zu erwahnen. Die geschétzten Parameter der Geraden sind ebenfalls Parameterschétzer und
haben sehr dhnliche Eigenschaften wie etwa der Mittelwert.
Einstweilen stellen wir uns vor, dass eine Regression folgendes macht:

+ lege eine gerade Linie durch zweidimensionale Daten X, Y

+ schitze einen kausalen Zusammenhang zwischen Y und X

Linien haben Parameter fiir Steigung und Achsenabschnitt
bislang: Schatzung fur Mittelwerte (nur ein einziger Parameter wird geschitzt)
jetzt: Schatzung fiir Steigung und Achsenabschnitt (mehrere Parameter werden geschatzt)

sheight = 3o + 7 - fheight +u
+ [3p und 3; sind Parameter der Population
« wir kennen sie nicht — also miissen wir sie schitzen (wie é)

Die genauen Verfahren der Schitzung werden wir in Kapitel [ diskutieren. Einstweilen
werden wir das Kommando 1m verwenden (siehe Abschnitt [A.g)

Beispiel: Vater und S6hne

data(father.son,package='UsingR')
Im(sheight ~ fheight,data=father.son)

Call:
Im(formula = sheight ~ fheight, data = father.son)

Coefficients:
(Intercept) fheight
33.8866 0.5141

Der geschitzte Koeffizient von fheight ist also 0.5141.

sheight = 3o + 7 - fheight +u
sheight = 33.8866 + 0.5141 - fheight +u

— Wenn der Vater um 1 Zoll grofler ist, dann ist der Sohn um (etwa) 0.5141 Zoll grofier.

Beispiel: Einkommen und Konsum

data(IncomeUK,package="Ecdat")
Im(consumption ~ income,data=as.data.frame(IncomeUK))
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Call:
Im(formula = consumption ~ income, data = as.data.frame(IncomeUK))

Coefficients:
(Intercept) income
176.848 0.869

Der geschétzte Koeffizient von income ist also 0.869.
consumption = 3o+ 37 - income +u

consumption = 176.848 + 0.869 - income +u

— Wenn das Einkommen um 1 £ wichst, dann steigen die Ausgaben fiir Konsum um (etwa)
0.869 £.

Beispiel: Fruchtbarkeit und Religion
data(swiss,package="datasets")

with(swiss,lm(Fertility ~ Catholic))

Call:
Im(formula = Fertility ~ Catholic)

Coefficients:
(Intercept) Catholic
64.4283 0.1389

Der geschitzte Koeffizient von Catholic ist also 0.1389.
Fertility = 3o + 1 - Catholic +u

Fertility = 64.4283 + 0.1389 - Catholic +u

— Wenn der Anteil der katholischen Bevolkerung um 1% wéchst, dann steigt die Fertilitat
um (etwa) 0.1389.

In allen drei Beispielen kénnen wir zwar eine Steigung 37 schétzen, damit wird aber keine
Aussage iiber die Kausalitit gemacht. Es ist z.B. nicht sicher, dass der Anteil der katholischen
Bevolkerung die Fertilitat beeinflusst. Denkbar ware etwa, dass die Nahe zu einer Grof3stadt
einerseits die personliche Einstellung zum Glauben, und gleichzeitig den Zugang zu oralen
Kontrazeptiva beeinflusst.

1.7. Literatur

« Wenn Sie sich in R einlesen wollen: Doli¢, Statistik mit R, Kapitel 1-3.

« Mehr zum Begrift der »Stichprobenverteilung« finden Sie in Doli¢, Statistik mit R,
Kapitel 5.3.
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1.8. Schliisselbegriffe

« Schatzer, Konfidenzintervall, Hypothesentest
« Punktschéitzer

« Mittelwert

Anhang 1.A Beispiele fiir die Vorlesung

TIhre Stichprobe enthalt 4 unabhéngige und identisch verteilte Beobachtungen: Xy, ..., Xy.
Welche Schitzfunktionen fiir E(X) sind erwartungstreu?

. %X] —+ %Xz

« X1 —X;

o IX7+1X

3N T3S

4

* %Zi:] VX
4

* zlx Y vXi

Betrachten Sie weiter die obige Stichprobe. Die Varianz von X sei 10. Wie grof} ist die
Varianz von Xj 4+ 2X; — X4?

Thre Stichprobe enthélt 5 unabhéngige und identisch verteilte Beobachtungen: Xj, ..., Xs.
Welche Schitzfunktionen fiir E(X) sind erwartungstreu?

* Zf:] Xi
. X3

X2 4 X3
;> T3

X1—|—X2—X3

5
* % 2 X

Betrachten Sie weiter die obige Stichprobe. Die Varianz von X sei 90. Wie grof; ist die
Varianz von %(X1 + X5)?
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Anhang 1.B Ubungen
Ubung 1.1 Installieren Sie R auf Ihrem Computer. Das praktische Arbeiten mit dem Computer
wird es Ihnen leichter machen, die Inhalte der Vorlesung zu vertiefen.

« Wenn Sie Schwierigkeiten bei der Installation haben: Nutzen Sie das Diskussionsforum

der Veranstaltung.

« Wenn Sie keinen Computer haben: R ist auch im Computerpool der Fakultdt installiert.

Ubung 1.3 Berechnen Sie in R: Die Stichprobe 1 enthilt die Beobachtungen (11,12,13), Stich-
probe 2 enthdlt die Beobachtungen (11,12,12).

« Bestimmen Sie den Mittelwert der beiden Stichproben und stellen Sie die Mittelwerte gra-
phisch dar.
« Berechnen Sie in R:
— Wie viele Beobachtungen enthdlt Stichprobe 1.
— Wie viele Beobachtungen in Stichprobe 2 sind grofSer als 117
— Wie grof3 ist der Anteil der Beobachtungen in Stichprobe 2 die grofSer als 11 sind?

Ubung 1.4 Der Datensatz Mathlevel aus der Bibliothek Ecdat beschreibt den Erfolg in einem
Mathematiktest fiir Studierende unterschiedlicher Studienfdcher.

« Betrachten Sie zundchst den gesamten Datensatz. Hingt der SAT-Math-Score davon ab,
ob Studierenden eine Fremdsprache sprechen?

« Ziehen Sie nun jeweils 10 Studierende ohne und 10 andere mit Fremdsprachenkenntnissen
und vergleichen Sie. Wiederholen Sie diesen Vergleich 1000 mal. Wie oft kommen Sie zum
gleichen Ergebnis wie oben?

data(Mathlevel,package="Ecdat")
attach(Mathlevel)
populationDiff <- mean(subset(sat,language=="no"))
- mean(subset (sat,language=="yes"))
sampledDiff <- replicate(1000,mean(sample(subset(sat,language=="no"),10))-
mean (sample (subset (sat,language=="yes"),10)))
mean (sampledDiff<0)

Ubung 1.5 Der Erwartungswert von X ist 4. Der Erwartungswert von Y ist 3.
« Wie grof3 ist der Erwartungswert von X +Y ?
« Wie grof3 ist der Erwartungswert von X —Y 7

« Wie grof3 ist der Erwartungswert von 2X — 3Y ?

Ubung 1.6 Eine Zufallsvariable X habe die Varianz o%. Was ist die Varianz von Y =5 - X +2
?

Ubung 1.7 Die Varianz von X ist 10. Die Xy, X2, X3 ... sind unabhdngig voneinander. Was ist
die Varianz von 2X; — 3X3 +2X4 ?

© Oliver Kirchkamp
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2. Wiinschenswerte Eigenschaften von Schatzern

In dieser Vorlesung werden wir sehr viel schdtzen und testen. Wir werden uns zuweilen
fragen, warum ein Schitzer besser ist als ein anderer. In diesem Kapitel werden wir drei
wichtige wiinschenswerte Eigenschaften von Schétzern betrachten:

« Erwartungstreue (Unverzerrtheit)
. Effizienz

« Konsistenz

2.1. Erwartungstreue (Unverzerrtheit)

Eine Punktschitzung 0(X), ..., Xy) zum Schiitzen von 8 nennen wir erwartungstreuen Schat-
zer (oder unverzerrten Schitzer) von 0 falls

VO E(0(X1,...,Xn)) =0

Wir verlangen also, dass unser Schatzer 0 fur jeden Parameter 0 im Erwartungswert richtig
liegt. Eine einzelne Schitzung kann natiirlich zu grof3 oder zu klein sein. Wir wollen aber
eine systematische Verzerrung (im Mittel immer etwas zu grof3 oder im Mittel immer etwas
zu klein) vermeiden.

Wenn ein Schitzer nicht erwartungstreu ist, ist er verzerrt.

Die Verzerrung von 0 ist

Bias(6,0) = E(6) — 0

Ein verzerrter Schitzer fur den Mittelwert ware etwa

=YX

Hier vergleichen wir diesen Schitzer mit dem uns vertrauten Schitzer X am Beispiel des
Datensatzes BudgetFood aus dem Paket Ecdat:

data(BudgetFood,package="Ecdat")
attach(BudgetFood)
sample (wfood,10)

[1] 0.5494003 0.6511102 0.2639651 0.1514436 0.1957205 0.3504520 0.3765998
[8] 0.5225546 0.1470028 0.3306543

mean (sample(wfood, 10))

[1] 0.3610216
Xquer<-replicate(500,mean(sample(wfood,10)))
Xbias<-replicate(500,sqrt(mean(sample(wfood,10)72)))

plot(density(Xquer) ,main="")
lines(density(Xbias),col=2,1ty="dashed")
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Hier sind unsere beiden Schitzer: X und [i:

Density

0.2 0.3 0.4 0.5

geschétzter Mittelwert

Wir sehen: Beide Schatzer sind manchmal zu groff und manchmal zu klein — aber [1 ist sehr
oft zu grof3 und selten zu klein. Deshalb nennen wir einen solchen Schétzer »verzerrt«.

Erwartungstreue des Mittelwerts Ist der Stichprobenmittelwert X ein guter Schitzer fiir
den Populationsmittelwert pix?

o 1¢
HX:XZE;Xi

Man kann zeigen: E(X) = uy,
d.h.

X ist ein unverzerrter Schitzer fiir px

(Dies gilt unabhangig von der Verteilung, notwendig ist nur Unabhéngigkeit der X;)

Wie sieht man das?

© Dliver Kirchkamp
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Erwartungstreue der geschitzten Varianz Ahnlich kann man zeigen:
Die Stichprobenvarianz s% ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Populationsvarianz
29
GX .

E(63) = o}
d.h.

s% ist ein unverzerrter Schitzer fiir o%.
(Dies gilt unabhéngig von der Verteilung)

var (wfood)

[1] 0.02743794

var (sample(wfood, 10))

[1] 0.03033003

mean (replicate(500,var(sample(wfood,10))))
[1] 0.02690195

VAR<-replicate(500,var (sample(wfood,10)))
plot(density(VAR) ,main="")
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Density
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Erwartungstreue ist nicht alles

Ubung 2.1 Wir nehmen als Schitzer fiir den Erwartungswert jetzt einfach den Wert der ersten
Beobachtung: {1tx = X;. Ist dieser Schdtzer erwartungstreu?

— Man sieht leicht:

E(fx) = E(X)) = E(X)

Allerdings ist dieser Schétzer nicht sehr genau:

var([ix) = var(X;) = var(X)

Die Varianz des Mittelwertes ist kleiner:

. i X\ _ 1 -
var(X) = var (T = _gvar ; Xi| =

= lznvar(X) = l var(X)
n n
Beide Schatzer, der Mittelwert und die erste Beobachtung, wéren also erwartungstreu. War-
um nehmen wir also nicht immer einfach die erste Beobachtung? Der Grund ist, dass Erwar-
tungstreue nicht das einzige interessante Kriterium ist.
Betrachten wir zur lllustration den Datensatz wfood aus der Bibliothek Ecdat. In beiden Fallen im nachsten
Beispiel nimmt sample(...,10) ein Sample der Grofle 10 aus dem Datensatz. Im ersten Fall betrachten wir
mit mean (sample(...)) den Mittelwert des Samples, im zweiten Fall betrachten wir mit sample(...) [1]
nur die erste Beobachtung des Samples.

replicate (500, ...) sorgt dafiir, dass wir dieses Verfahren jeweils 500 mal wiederholen. density(...)
schatzt eine Dichtefunktion, und plot (. ..) zeichnet diese schlieilich. Damit die zweite Dichtefunktion nur

als Linie Gber die erste gezeichnet wird, verwenden wir das Kommando 1ines(...).

© Dliver Kirchkamp
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data(BudgetFood,package="Ecdat")
attach(BudgetFood)

« Xquer enthilt 500 Mittelwerte von Stichproben (sample) der Gréfie 10.

+ X1 enthailt 500 mal jeweils die erste Beobachtung einer Stichprobe.

mean (wfood)
[1] 0.378321

Xquer<-replicate(500,mean(sample(wfood,10)))
mean (Xquer)

[1] 0.3772281

X1<-replicate(500,sample(wfood,10) [1])
mean (X1)

[1] 0.3745041

plot(density(Xquer) ,main="")
lines(density(X1),col=2,1ty="dashed")

- X
o - X1
oy
=2 ¢ 4
=
3}
A
NI
o ,)~/// \\\R‘*~\*‘,,
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

geschitzter Mittelwert

Die Streuung von X; ist grofer als die Streuung von X.

Wir sehen, beide Schatzer die wir verwenden, der Mittelwert des Samples und der erste
Wert des Samples, sind eingermafien um den Mittelwert unserer angenommenen Population
zentriert. Allerdings hat der erste Wert des Samples eine unangenehm grofie Streuung.

Diese Streuung messen wir z.B. als mittleren quadratischen Fehler:
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2.2. Mittlerer quadratischer Fehler

Ein Schatzer der (wie oben) im Mittel richtig liegt, also erwartungstreu ist, ist schon — Er-
wartungstreue sagt aber nichts tiber die Genauigkeit des Schitzers aus. Ein erster Ansatz in
dieser Richtung ist der mittlere quadratische Fehler.

Bias eines Schitzers 0:

Bias(0,0) = E(0)—0
—E(0) + Bias(6,0) = —6

Der mittlere quadratische Fehler (MSE) eines Schatzers 0 ist

—l—Bias(é,G)z]
_E [(é — E(é))z} +2-E [(é — E(é))] - Bias(0, 0) +

+Bias(é, 0)?
= var(0) + Bias(0, 0)?

Bei erwartungstreuen Schétzern: (Bias = 0)
MSE(0) = E [(é — e)z} — var(6)
Wenn wir einen kleinen mittleren quadratischen Fehler (MSE) wollen, dann soll
. Var(é) klein sein (der Schatzer soll eine kleine Varianz haben)

. Bias(é, 0) klein sein (der Schitzer soll moglichst unverzerrt sein)

Die Varianz des Stichprobenmittelwertes Wie hingt die Varianz des Stichprobenmit-
telwerts von der Stichprobengréfie n ab?

var(X) = var (Tll Z Xi> = %Var (; Xi>

i=1

1 = 1 =
= (;Var(xi)> =3 (; Var(X)> =

1 2
= —z'n'var(X):2
n n

Je grofer die Stichprobe, um so kleiner die Varianz des Stichprobenmittelwertes X, um so
»genauer« ist der Mittelwert also.

© Dliver Kirchkamp
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2.3. Effizienz (Wirksamkeit)

Es ist miithselig, den genauen mittleren quadratischen Fehler von zwei Schitzern zu verglei-
chen. Einfacher wire es, wenn man sich darauf konzentrieren konnte, welcher von zwei
Schitzern immer genauer ist. Das bringt uns zum Begriff der Effizienz.

Wir vergleichen nun zwei unverzerrte Schatzfunktionen 91, 92

0, ist effizienter (wirksamer) als 0, falls
VO : var(0;(Xq, ..., Xn)) < var(02(Xq,...,Xy))

Wir sagen auch: é1 dominiert éz

Der unverzerrte Schitzer 0 ist effizienter (wirksamster) Schitzer,
falls fiir alle unverzerrten Schatzer 0’ gilt

VO : var(8(Xy, ..., Xn)) < var(8’(Xi, ..., Xn))

, g _ |
« Mittelwert X =13 X;

X ist effizienter Schitzer von fix

- geschitzte Varianz 6% = s = - Y I, (X; — X)?

s% ist effizienter Schitzer von o%.

(Die deutsche Sprache ist hier etwas verwirrend weil »effizienter« sowohl Positiv als auch
Komparativ sein kann: Unterscheiden Sie »A ist ein effizienter (wirksamster) Schatzer« (effi-
zienter ist hier Positiv, wirksamer ist Superlativ, es gibt also keinen besseren Schitzer als A)
und »B ist effizienter (wirksamer) als C« (effizienter und wirksamer sind hier Komparativ).
Im zweiten Fall ist B zwar effizienter als C aber nicht unbedingt »effizient« (am wirksam-
sten).)

2.4. Konsistenz

Einige Schiatzer sind nicht unbedingt erwartungstreu, jedenfalls nicht fiir kleine Stichproben,
wir wissen aber, dass sie bei grofferen Stichproben immer besser werden. Diese Eigenschaft
wird durch Konsistenz beschrieben.

Wir betrachten eine Folge von Stichproben. Von Stichprobe zu Stichprobe wird die Grofle
der Stichprobe n grofier. Fiir jede Stichprobe bestimmen wir nun den Schatzer 0

Ein Schatzer ist konsistent falls

Ve > 0: lim Pr(|6(Xy,...,Xn) — 0] <€) =1

n—oo

Der Schatzer wird also immer genauer. Diese Definition kénnen wir z.B. auf den Mittelwert
anwenden. Dazu brauchen wir das schwache Gesetz der grofien Zahl.
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Zur Erinnerung: schwaches Gesetz der grof3en Zahl:

X
Ve >0: limPr<‘21+—uX‘<e>:1

n—oo

— der empirische Mittelwert X ist ein konsistenter Schitzer fiir iy
Das kann man wie folgt aufschreiben:

lim Pr([X — px| <€) =1 wir sagen auch X 5 pux
n—oo

2, bedeutet »Konvergenz in Wahrscheinlichkeit«

n N
< S 7
< <
S )
D ‘\‘ WAL LD == D
] ' ] . a
S ' < N ' konsistent -
— — - konsistent
g — g - -~ -~ nicht konsistent
T I T T T
0 100 200 300 400 50( 0 100 200 300 400 50(
n n

2.5. Eigenschaften von bekannten Schatzern
2.5.1. Der Stichprobenmittelwert X als Schitzer fiir den Erwartungswert pix

Der Stichprobenmittelwert hat viele der oben diskutierten wiinschenswerten Eigenschaften:
fix =X = ! i Xi
L
« Xist unverzerrt: E(X) = ux
. Xist effizient falls X ~ N(j1x, 0%): var(X) ist klein

. X ist konsistent: X 2 pix

X ist der »kleinste Quadrate« Schatzer fur py, X ist die Lésung von

mgn;(xi —£)?

© Dliver Kirchkamp
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Das kann man leicht zeigen: Sei & eine Zahl, die quadratische Abstande zu unseren Stichpro-
benbeobachtungen X; minimiert:

= 2 (ixi) +2-n-§

i=1
- > i Xi
= ; n-§ = - £

X ist also der »kleinste Quadrate« Schitzer fiir ix.
2.5.2. Der Median als Schatzer fiir den Erwartungswert
Wir haben gesehen: Der Stichprobenmittelwert X hat viele schone Eigenschaften.
« z.B. Xist effizient, d.h. hat eine kleinere Varianz als alle anderen unverzerrten Schétzer.
Fiir jeden unverzerrten Schitzer [iy gilt var(X) < var({ix)
— Effizienz ist aber nicht alles...

Sei etwa X ~ N(u, 1) normalverteilt mit unbekanntem .

1
n

der Mittelwert X = % > 1 Xy ist erwartungstreu und hat Varianz

+ der Median ist fiir grofie Stichproben etwa normalverteilt mit Mittelwert p und Varianz
s 1.57

~ ______
~

2-n n

« Die Effizienz ist also etwas kleiner als die Effizienz des Mittelwerts (die Varianz ist
grofler).

Allerdings ist der Median robuster.

Xquer<-replicate(500,mean(sample(wfood,10)))
MED<-replicate (500,median(sample(wfood,10)))
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Die Robustheit des Medians demonstriert das folgende Beispiel:

Ubung 2.2 Wir betrachten wieder die Ausgaben spanischer Haushalte fiir Lebensmittel
Was passiert, wenn in jeder Stichprobe bei einer Beobachtung das Komma verrutscht:

Hier ist eine Stichprobe von 9 Beobachtungen:

[1] 0.0986 0.1476 0.2670 0.3427 0.4003 0.4223 0.4507 0.4883 0.6678

(x = 0.365, median=0.4003)
nun wird eine Beobachtung (0.6678) falsch codiert:

[1] 0.0986 0.1476 0.2670 0.3427 0.4003 0.4223 0.4507 0.4883 6.6782

So verdndern sich Mittelwert und Median:

(x = 1.0329, median= 0.4003)

Diese Ubung konnen wir auch mehrmals durchfiihren. In der folgenden Grafik wird 500
mal eine Stichprobe der Grofie gezogen, und jeweils eine Beobachtung »falsch codiert«. Die
Grafik zeigt die Verteilung von Mittelwert (x) und Median:

Xquer2<-replicate (500, mean ({x<-sample(wfood,10) ;x[1]<-x[1]*10;x3}))
MED<-replicate(500,median({x<-sample(wfood,10) ;x[1]1<-x[1]*10;x}))

© Oliver Kirchkamp
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Density

Wir sehen: Der Mittelwert x reagiert sehr sensibel auf Ausreifler (die leicht durch Fehler
in den Daten entstehen). Der Median reagiert nicht oder nur unwesentlich.

(Anmerkung: Wenn unsere Zufallsvariable stark asymmetrisch verteilt ist, ist der Median
der Stichprobe ein verzerrter Schatzer fiir den Mittelwert der Population. Der Median der
Stichprobe ist aber auch in diesen Fillen ein guter Schétzer fiir den Median der Population.)

2.5.3. Die Stichprobenvarianz

Auch die Stichprobenvarianz hat viele der oben diskutierten wiinschenswerten Eigenschaf-
ten:

G Y (%) = <ZX5—“'>_<2)
i=1

i=1

52 CE(62) = o2
0% ist unverzerrt: E(6y) = 0%

0% ist effizient: var(6%) < var(6%’) fiir unverzerrte 6%’

0% ist konsistent: 0% 2 0% wenn Xj,..., X, iid. (unabhingig und gleichverteilt) sind
und E(X*) < oo: (Gesetz der groflen Zahl)
Warum gilt hier das Gesetz der grof3en Zahl?

« 0% ist ein Stichprobenmittelwert

« Wir fordern hier E(X*) < oo weil der Mittelwert nicht von X; sondern von X?
gebildet wird.
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Ubersicht: Wiinschenswerte Eigenschaften von Schatzern
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2.6. Literatur

« Doli¢, Statistik mit R, Kapitel 6.1.

« Schira, Statistische Methoden der VWL und BWL-Theorie und Praxis, Kapitel 13.2.

2.7. Schliisselbegriffe

Erwartungstreue (Unverzerrtheit)
Mittlerer quadratischer Fehler
Effizienz, Wirksamkeit, Dominanz

Konsistenz

Anhang 2.A Beispiele fiir die Vorlesung

Welcher Schitzer fiir E(X) ist effizienter?

% + % ist effizienter als X3 ?

Xj ist effizienter als X7 + X; — X3

: 52, X ist effizienter als Y7, X;
z S2 X ist effizienter als X;

% + % ist effizienter als Xz + X4 — X

0.5

-+ — - konsistent

nicht konsistent

0.2

Konsistenz
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Anhang 2.B  Ubungen

Ubung 2.3 Vergleichen Sie den MSE des Mittelwerts X mit dem MSE des Wertes der ersten
Beobachtung X;?

Ubung 2.4 1. Ziehen Sie eine Stichprobe mit 100 pseudo-zufilligen Werten.
2. Bestimmen Sie den Mittelwert dieser Stichprobe. Wiederholen Sie diese Prozedur.
3. Was ist nun der Mittelwert?
4. Wiederholen Sie die Prozedur 1000 mal.
5. Zeichnen Sie ein Histogramm der Mittelwerte.
6. Zeichnen Sie die empirische kumulierte Verteilungsfunktion.

7. Vergleichen Sie diese Verteilung mit einer Normalverteilung.

set.seed(123)

runif (100)

mean (runif (100))
replicate(10,mean(runif (100)))
x<-replicate(1000,mean(runif (100)))
hist (x,breaks=20)

plot (ecdf (x))

qgqnorm(x)

qqline(x)

Ubung 2.5 Wir interessieren uns wie oben fiir die Ausgaben der spanischen Haushalte fiir Le-
bensmittel. Welche Varianz sollten wir in unserem Beispiel fiir den Mittelwert einer Stichprobe
von 10 erwarten? Welche Varianz fiir den jeweils ersten Wert einer Stichprobe?

Ziehen Sie jeweils 100 Stichproben und vergleichen Sie.

var (wfood) /10

var (replicate(100,mean(sample(wfood,10))))
var (wfood)

var (replicate(100,sample (wfood,10) [1]))

Ubung 2.6 Wir ziehen jeweils eine Stichprobe der GrifSe 20 und nehmen den Median als Schiit-
zer fiir den Mittelwert der Population. Simulieren Sie dieses Verfahren 100 mal und vergleichen
Sie die Varianz dieses Schdtzers mit der Varianz des Mittelwerts des Samples.

Ubung 2.7 Sie entwickeln einen Energiedrink zur Verbesserung des Muskelaufbaus. Den Muskel-
aufbau pro Person messen wir als X. Sie testen diesen Drink an Versuchspersonen in vier (iden-
tischen) Fitness-Studios. Die folgende Tabelle zeigt die Anzahl der Versuchspersonen und den
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durchschnittlichen Muskelaufbau pro Versuchsperson in diesen vier Studios:

Versuchspersonen durchschnittlicher
Muskelaufbau
Studio 1 10 X4
Studio 2 20 X,
Studio 3 30 X;
Studio 4 30 X4

Nun wollen Sie den Erwartungswert des Muskelaufbaus E(X) bestimmen (Die X1, Xa, X3, X4
sind Mittelwerte von jeweils unabhdngig und identisch verteilten X).

1. Ist Xy ein erwartungstreuer Schdtzer fiir den Erwartungswert des Muskelaufbaus E(X)?
2. Hingt Ihre Antwort auf Frage (a) von der Verteilung von X ab?

3. Was ist ein effizienter (wirksamster) erwartungstreuer Schdtzer fiir den Erwartungswert
des Muskelaufbaus pro Person E(X).

Ubung 2.9 Eine Maschine wickelt Toilettenpapier auf Rollen, auf denen es verkauft wird. Die
Linge des Papiers, das auf eine Rolle gewickelt wird, ist mit Mittelwert W und Varianz 0,36 m?
normalverteilt. Sie stellen fest, dass die Maschine auf die letzten 25 Rollen insgesamt 995 m Papier
aufgewickelt hat.

Wie lautet die beste erwartungstreue Schdtzung fiir u?

Ubung 2.11 Welche Schitzfunktion ist ein erwartungstreuer Schdtzer fiir den Erwartungs-
wert?

Lgi=y3)Y X

2. =1 X VX

3 93—%2?:13X13

4 9=3-X1+ 5 Xy

5 05 =15 X1+ 5 Xq

6 g6:(n+21)~n 2 X

Ubung 2.12 Eine Fast-Food-Kette besitzt 100 Filialen in Deutschland. X, ..., X0 seien die
durchschnittlichen monatlichen Umsdtze der einzelnen Filialen im Jahr 2022 (die Umsdtze der

einzelnen Filialen sind unabhdngig voneinander). X sei der monatliche Umsatz einer zufilligen
Filiale. Es gilt: E(X) = 0 und var(X) = o°.

1. Welche Schdtzfunktionen sind erwartungstreu zum Schdtzen von 07

a) g1 :10‘X1+90-X99

© Dliver Kirchkamp
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10X 490Xo0
b) 92 = 100

¢) 93 = 105 iy Xi
d) g4 = 3X5 4+ $Xa0 + X7

e) gs=3 19X

2. Welche der Schdtzfunktionen ist am wirksamsten?

a) 91:10~X1+90'X99

_ 10X1490X90
b) 92 = =55

¢) gz = 11% Zli? Xi
d) g4 = X5+ 3X0 + X7

e) gs = Zli? Xi

Ubung 2.14 Ein Automobilkonzern ist in zwei Werke aufgeteilt. In Werk I arbeiten 6000 Be-
schiftigte (= Grundgesamtheit G1) und in Werk II arbeiten 4000 Beschdftigte (= Grundgesamt-
heit G,). Die Vielzahl von neuen Auftragseingdngen will die Firmenleitung mit einer neuen
Arbeitszeitregelung bewdltigen. Der Betriebsrat will die Anteile py,p, bzw. p der Befiirwor-
ter der vorgeschlagenen neuen Arbeitszeitregelung in G, G, bzw. in der Gesamtbelegschaft
G = G1JG; schdtzen. Dazu wird in G eine einfache Stichprobe vom Umfang ny und in
G, eine einfache Stichprobe vom Umfang n, gezogen, in der jeder Befragte die neue Regelung
befiirworten kann (= Ergebnis 1) oder nicht (= Ergebnis 0). Es sei X; bzw. X, der zufallsabhin-
gige Anteil der Befiirworter in der Stichprobe aus Gy bzw. G;.

1. Welche der folgenden Funktionen sind fiir beliebige ny und n; erwartungstreue Schat-
zer fiir p, wobei gilt: p = 22001010002

: 10000
a) s - (- X4+ X)

b) 3 (Xi+Xy)

¢) L - (6000 - X; + 4000 - X,)

2. Von ny = 100 Befragten aus G; waren 40 und von n, = 50 Befragten aus G, waren
30 fiir die neue Regelung. Was sind effiziente Schéatzer fiir py, p; und p?

Ubung 2.15 Ein neu entwickeltes Futtermittel soll die Milchproduktion von Kiihen anregen.
Die Milchproduktion einer Kuh messen wir als X. Es gilt E(X) = O und var(X) = o?. Sie
testen das Futtermittel an Kiihen in vier (identischen) Milchhofen. Die folgende Tabelle zeigt die
Anzahl der Kiihe und die durchschnittliche Milchproduktion pro Kuh in diesen vier Milchhifen:

" durchschnittliche

Anzahl Kithe Milchproduktion
Milchhof 1 10 X;
Milchhof 2 20 X,
Milchhof 3 30 X3

Milchhof 4 40 Xy
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(Die X1, X2, X3, X4 sind Mittelwerte von jeweils unabhdngig und identischen verteilten X).

1. Welche der folgenden Funktionen sind erwartungstreue Schétzer fiir den Erwartungs-
wert der Milchproduktion pro Kuh E(X)?

a) g1 =0.7-X;+0.3-X4

b) g, =0.3-X; +0.9-X3

¢) g3 =0.25-X; +0.25-X; + 0.5 Xy

d) ga=Xi + X2+ X3+ X4

e 95_01 X1 4+02-X;4+03-X34+04-X,
) g

)
)
) 9
)

2. Welche der folgenden Funktionen sind erwartungstreue Schitzer fiir den Erwartungs-
wert der Milchproduktion pro Kuh E(X) und sind entweder am wirksamsten oder ha-

ben eine Varianz von 7 (72?

a) g1 =0.7-X,+ 0.3 X,

b) g2 =0.3-X; +0.9- X3

) g5 =0.25-X; +0.25- X, + 0.5 - X,

d) gi =X+ X+ X3+ X4

e 95_01 X1 40.2- X, +0.3- Xz +0.4 - X,
f) g

)
)
) 9
)

Ubung 2.16 Gegeben ist folgende Schitzfunktion

4%y + 3X; + 2X3 + X4
443+2+1

g(Xh"')Xn) =

X sind Elemente einer Stichprobe von X. Ist die Schdtzfunktion g erwartungstreu zum Schitzen
des Mittelwertes von X?

3. Maximum Likelihood und Momentenmethode

3.1. Motivation: Bietverhalten in Englischen Auktionen

In Kapitel f] haben wir wiinschenswerte Eigenschaften von Schitzern diskutiert. In diesem
Kapitel stellen wir die Frage, wie man tiberhaupt einen Schétzer findet. Wir werden zwei
Methoden betrachten:

« Maximum Likelihood

« Momentenmethode

© Dliver Kirchkamp
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Schatzung linearer Zusammenhiange Viele Zusammenhiange lassen sich durch eine ge-
rade Linie approximieren:

z | % . o
R e o o
o w0 0&o
g 4 o
g 0 " e %
g o e
%o
S R Eio °
£ 3 = Z o
E g - w 2 o O
=1 =
gw < ﬁ‘u%’ooo
S (@]
° 3 Ocp
g g -
8
°o
g : ® 1
= o

10000 20000 30000 40000 50000 60000 60 65 70 75 0 20 40 60 80 100

income Catholic

fheight

Um den Zusammenhang zu schitzen, nehmen wir an, dass wir alle Ereignisse gleich gut
beobachten konnen. Wir schlieffen aus, dass es einen Selektionsbias gibt.

Manchmal sieht man aber nur einige Beobachtungen. Ein Beispiel sind Gebote in einer
Englischen Auktion.

In “An experimental analysis of auctions with interdependent valuation”, (Games and Eco-
nomic Behavior, 2004, Vol. 48/1, pp. 54-85) untersuchen Kirchkamp und Moldovanu, ob Bieter
in einer Englischen Auktion von den Geboten ihrer Mitbieter lernen.

Ein Problem bei der Auswertung der Daten ist, dass man die Gebote der Gewinner der
Auktion nicht beobachtet. Man sieht zwar, bis zu welchem Preis die Verlierer Auktion geboten
haben, man sieht aber nicht, bis zu welchem Preis die Gewinner geboten hatten. Man weif3
nur, dass diese Betrag hoher sein muss, als der Betrag, den sie tatsdchlich gezahlt haben.

In der folgenden Grafik sind die Maximalbetrage eingezeichnet, bis zu denen einige Spieler
bieten wollen. Die Gebote der Verlierer, die man sieht, sind mit einem + gekennzeichnet. Die
Gebote der Gewinner, die etwas grof3er sind, kann man normalerweise nicht beobachten. In
der Grafik haben wir sie mit einem o gekennzeichnet.
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« Frage: Lernen Bieter in Englischen Auktionen von den Geboten ihrer Mitbieter.
« Problem: Man beobachtet nur die Gebote der Verlierer
« Losung: Likelihoodverfahren: Man verschiebt die zu schitzende Bietfunktion so lan-

ge, bis das Ergebnis plausibel ist (und auch mit den nicht-beobachteten Geboten der
Gewinner konsistent ist).

Kirchkamp, Moldovanu, Games and Economic Behavior, 2004.

3.2. Maximum Likelihood Methode

« Wir betrachten wieder eine Zufallsvariable X ~ f(x|0) mit unbekanntem Parameter 6.

« Nun ziehen wir eine Stichprobe Xj, ..., X.
« Die Wahrscheinlichkeit (Likelihood), ein bestimmtes x;, ..., X, zu ziehen, hangt von
0 ab.

Betrachten wir zundchst nur eine Beobachtung X;:

Wahrscheinlichkeit, dass X; = x; falls 0
der wahre Parameter ist

Dichte von X; falls
0 der wahre Parameter ist

diskret: P(X; =x;/0) :{

stetig: f(x4]0) :{

Der Einfachheit halber schreiben wir hier immer f(x;|0), auch im diskreten Fall (und
nicht P(Xl = lee))

© Dliver Kirchkamp
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Terminologie: f(x|0) ist eine Dichtefunktion, keine Wahrscheinlichkeit. Bei einer stetigen
Verteilung ist die Wahrscheinlichkeit, dass X gerade den Wert x annimmt, Null.

Aber die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert in der Nahe von x annimmt, ist proportio-
nal zu f(x|0). Wir werden uns im folgenden damit begniigen, etwas auszurechnen, das nur
proportional zur Wahrscheinlichkeit ist, unsere Stichprobe x;, ..., X, zu beobachten. Diesen
Ausdruck nennen wir Likelihood.

Da Likelihood und Wahrscheinlichkeit proportional zueinander sind, wissen wir, dass,
wenn wir (weiter unten) die Likelihood maximieren, wir auch die Wahrscheinlichkeit maxi-
mieren.

3.3. Likelihoodfunktion

Likelihood (gegeben 0) ein bestimmtes x; zu ziehen: (Hier verwenden wir Kleinbuch-
staben fiir x; um anzudeuten, dass uns die x; schon bekannt sind.)

f(x10)

Im néchsten Schritt betrachten wir nicht mehr die Wahrscheinlichkeit eines einzel-
nen Ereignisses (eines einzelnen x;, sondern fragen nach der Wahrscheinlichkeit der
gesamten Stichprobe:

Likelihood (gegeben 0) eine Stichprobe Xy, x;,X3,...,X, zu ziehen:

f(x110) - £(x2[0) - £(x3]0) - - - £(x4|6)

Likelihoodfunktion (gegeben eine Stichprobe x;,x;,X3,...,%;):

Lxi,...,xnl0) = f(x110) - F(x210) - F(x3]0) - - - f(x46)

Zwei Interpretationen:

. Oistgegeben: L(xy,...,%,|0) ist die Likelihood fiir das Eintreten von (x1, . . ., Xy, ).
Da wir 0 normalerweise nicht kennen, hilft uns diese Interpretation nicht.

o (X1y...,%y) ist gegeben: L(x1,...,x,|0) ist die Likelihood, dass sich (x1,...,xy)
realisiert, falls © der wahre Parameter ist. Da wir (X1, ..., X, ) kennen, konnen wir
diesen Ansatz nutzen, um 0 zu schitzen.

Die Maximum-Likelihood (ML) Methode
« f(X|0) Dichtefunktion
« O ist die Menge der moglichen Parameter fiir 0
« Definition: 0 ist Maximum-Likelihood (ML) Schétzer genau dann wenn V0 € O :
I—(Xh cee )Xn’é) > I—(Xh cee »Xn|e)

Wir nehmen als Schéitzwert fiir © den Wert 6, fiir den, gegeben die (angenommene)
Verteilungsfunktion f(X|0), die Realisierungen x, . . . , X, am wahrscheinlichsten sind.
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Abhingig von der Form von f(X|0) kann dieser Schatzerwert mehr oder weniger typisch fir
die Verteilung von 0 sein.

TN L 1 e

0.03
0.04
|

0.10
!
Likelihood
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Likelihood
Likelihood
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!
0.01
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3.4. Log-Likelihood Funktion

Bislang haben wir die Likelihoodfunktion maximiert:
I—(Xh s 7Xn|e) = f(Xl |e) T f(xn’e)
Diese Produkte konnen sehr lang werden, und dann wird das Ableiten (fiir die Maximierung)
schwierig. Wir maximieren statt dessen die Log-Likelihoodfunktion
log L(x1,...,xl0) = log (f(x1|0)---f(xn[0)) =
log f(x110) + - - - + log f(x,0)

Jetzt leiten wir nur noch eine Summe ab. Das Ableiten der einzelnen Summanden ist oft

einfacher. q £ 10) F(x.06)
X1 Xn

2 logL(x1, ..., xn]0) = ) o Txal®)

qg 08 Lx1 -y xal0) = R 4 e

Wozu braucht man das Maximum Likelihood Verfahren in der Praxis? Wenn die

Annahmen der einfacherern Modelle (Kleinste Quadrate Schétzer) verletzt sind, z.B.:

« Discrete Choice Modelle

Logistische Regression (Arbeitslosigkeit, Unternehmensinsolvenz,...)

Zahldaten (Anzahl Patente pro Firma, Seitenspriinge pro Person, Kinder pro Haus-
halt,...)

« Random Effects Modelle

- z.B. mehrere Beobachtungen der gleichen Beobachtungseinheit

+ Quantilsregression

— »Ausreifler« im Datensatz.

Intervalldaten (sozialversicherungspflichtiges Einkommen, Gebote in Auktionen,...)

© Dliver Kirchkamp
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Beispiel Wir nutzen die Maximum Likelihood Methode um den Mittelwert zu schétzen:
X “’PQ(F% 02)
Pr(Xl, 0) = | [ dnorm(Xilu, o)

LL = Z log (dnorm(X;|u, o))

X <- ¢(1,2,3)

LL <- function(theta)
-sum(log(dnorm(X,mean=thetal[1],sd=thetal[2])))

optim(c(0,1),LL)

$par
[1] 1.9999124 0.8164934

$value
[1] 3.648618

$counts
function gradient
7 NA

$convergence
(11 o

$message
NULL

Alternativ konnte man Stichprobenmittelwert und Standardabweichung verwenden:

mean (X)
[1] 2
sd (X)

(1] 1

Der ML Schatzer ergibt (fast) das gleiche Ergebnis fiir |, aber ein anderes Ergebnis fiir o.

Eigenschaften des ML Schitzers (mit Standardannahmen):
« Konsistenz (éML L50)

« Asymptotisch normalverteilt (éML 25 N(8, %Iq))

Ein anderes Verfahren, um Schéatzer auszurechnen, ist die Momentenmethode:
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3.5. Momentenmethode

Zur Erinnerung: Momente:

n-tes nicht zentriertes Moment von X: p, = E(X")

Nn-tes zentriertes Moment von X: W, =E <(X — 1y )“)

Wir kennen bereits die ersten vier Momente als Characteristica einer Verteilung (hier nur
zur [llustration):

Mittelwert: p; = E(X)
Varianz: w = E((X—E(X))?)

Schiefe: I
Wolbung: (;;4)2
Unterscheide:
Momente der Population Momente der Stichprobe
(unbekannt) < (bekannt)
1(0), 12(6), ps(6), ... my =X, my, ms, ...

Die Population habe eine Dichtefunktion f(X|0) mit unbekanntem Parameter 0:
« T(X|0) hat Momente ;(0), uy(0), uz(0),...

« Momentenmethode:

— Bestimme zunéchst die Momente der Stichprobe my, m;, ms...(beginne norma-
lerweise mit dem Mittelwert m;)

— Setze die Momente der Stichprobe gleich den Momenten der Population...
w(0) =my

...und 16se nach 9 auf.

Zuruck zur Motivation:

© Dliver Kirchkamp
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Mit einem Likelihood Schatzverfahren kann man zeigen, dass Bieter in einer Englischen
Auktion Informationen aus den Geboten anderer Bieter erschliefSfen und ihre Gebote entspre-
chend anpassen. Die Allokation unter der Englischen Auktion (bei der andere Gebote sicht-
bar sind) ist effizienter als die Allokation etwa einer Zweitpreisauktion (bei der die anderen
Gebote wihrend der Auktion nicht sichtbar sind).

Kirchkamp, Moldovanu, Games and Economic Behavior, 2004.

3.6. Literatur

« Doli¢, Statistik mit R, Kapitel 6.2.1.
« Hartung, Statistik, Kapitel III.1.

« Schira, Statistische Methoden der VWL und BWL-Theorie und Praxis, Kapitel 13.3.

3.7. Schliisselbegriffe

Likelihoodfunktion eines Parameters 0

Log-Likelihoodfunktion eines Parameters 0
« Maximum-Likelihood-Methode zur Bestimmung eines Parameters 0

« Momentenmethode zur Bestimmung eines Parameters 0
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Anhang 3.A Beispiele fiir die Vorlesung

Beispiel 1: Eine Zufallsvariable ist wie folgt verteilt: P(X = —1) = 0, P(X = 1) = 6,
P(X =0) =1 — 26. Eine Stichprobe ergibt die Beobachtungen {—1, 0}:
Was ist der Maximum-Likelihood Schatzer fiir 6?

Beispiel 2: Die Zufallsvariable X folgt einer Verteilung Xy mit Erwartungswert E(X) =
1/0 und Varianz 62. Es gilt © > 0. Die Variable x enthilt Ihre Stichprobe. Wie berechnen Sie
mit R den Momentenschatzer fiir © auf Basis des zweiten Moments?

« Keine der folgenden Antworten ist richtig.

1/mean(x)

1/sd(x)

« sd(x)

sd(x)/2

Beispiel 3: Eine Zufallsvariable ist wie folgt verteilt: P(X =1) =0,P(X =2) =0,P(X =
3) =1— 26 wobei 0 € [0,1/2]. Eine Stichprobe ergibt die Beobachtungen {1,2,1,1,1,1}.
Was ist der Maximum-Likelihood Schatzer fir 6?

Beispiel 4: Eine Zufallsvariable ist gleichverteilt (rechteckverteilt) iber dem Intervall [a, b].

Thre Stichprobe enthalt drei Beobachtungen: 1, 2 und 3.
1. Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schatzer fir a und b.

2. Thre Stichprobe enthélt wieder drei Beobachtungen: 1, 3 und 5. Aulerdem wissen Sie,
dass b—a = 10 ist. Was ist der Momentenschitzer fiir a auf Basis des ersten Moments?

Beispiel 5: X ist gleichverteilt (rechteckverteilt) iber dem Intervall [a, b]. Wir suchen die
Obergrenze dieses Intervalls: b. Das erste Moment der Gleichverteilung ist E(X) = (a+b)/2.
Die Varianz der Gleichverteilung ist var(X) = (b — a)?/12 Unsere Stichprobe enthalt 9
unabhingige Beobachtungen: Xy, ..., Xo.
1. Welche Schatzfunktionen fiir b sind erwartungstreu?

. X9

« Xs+X;—a

. ZX] +2X7—2X9— a

e X3 —X;—Xo+2-a

e a—+ X] + X7 — X9

2. Welche Schatzfunktionen fur b sind effizienter?

© Dliver Kirchkamp
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« X; — a + Xj ist effizienter als %(4X1 —2a)

e« X; —a+ Xsisteffizienterals 2- X; + X; — Xg — a

. %(4X1 — 2a) ist effizienter als 2 - X7 + X; — Xg — a

e 2-X;—aisteffizienterals 2- X; + X; — Xg — a

e —a+2Y 7 X isteffizienter als 2 - X; + X; — Xs — @

Anhang 3.B  Ubungen
Die folgenden Hilfestellungen wiéren auch in der Klausur gegeben:

« Die Exponentialverteilung X ~ Ex(A) hat die Momente E(x) = % und var(x) = 5.

>

« Die Binomialverteilung X ~ B(n,p) hat die Momente E(x) = n - p und var(x) =
n-p-(1—p).

« Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer binomialverteilten Zufallsvariable X ~ B(n, p)
mit n Versuchen und der Erfolgswahrscheinlichkeit p genau k Erfolge eintreten, ist

Plx=Kk) = () - p*- (1—p)" *mit (}) = =

—A

— N

« Der Erwartungswert einer Poissonverteilten Zufallsvariablen P(X = x) =

E(X) = A

e " ist

Ubung 3.1 X ~ B(1,p) ist binomialverteilt, mit Stichprobengrifie 1 und unbekanntem p. Drei
hintereinander ausgefiihrte Stichproben ergeben X = {0, 1, 1}. Was ist der ML-Schdtzwert fiir

P’

curve ((1-x)*x~2,from=0,to=1,xlab="$p$",ylab="$L$")

0.05
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Ubung 3.2 X ~ D(0, a) ist verteilt wie folgt

£0X. @) = {g — & fallsx € [0, ]

0 sonst
Eine Stichprobe ergibt X = {0, 2}. Was ist der ML-Schdtzwert fiir a?

curve (4*(x-2) /x~3,from=1.9,to=5,xlab="$a$" ,ylab="$L$")

0.15
\

0.05
|

0.00
|

-0.05

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

Ubung 3.3 Eine Zufallsvariable ist wie folgt verteilt: P(X = 1) = 0,P(X =2) =1—-0 —
0LPX=3)=02mit0 <0 < %. Eine Stichprobe ergibt die Werte {1,1,2,3}. Was ist der
Maximum-Likelihood-Schdtzer fiir 0!

Ubung 3.4 X ~ B(1,p) ist binomialverteilt, mit Stichprobengrifle 1 und unbekanntem p. Drei
hintereinander ausgefiihrte Stichproben ergeben X = {0, 1,1}. Schdtzen Sie den Parameter p
mit der Momentenmethode. Der Mittelwert der Binomialverteilung ist n - p.

Ubung 3.5 Gegeben sei eine binomialverteilte Zufallsvariable mit X ~ B(100, ). Eine Stich-
probe ergab die Werte (20, 35, 14).

1. Bestimmen Sie mit R den Schdtzwert fiir © durch die Momentenmethode.

2. Wie grof3 wdre der Schdtzer fiir ©, wenn man die Beobachtungen (1,19,4) hdtte?

Ubung 3.6 In einer Urne befinden sich schwarze und weifle Kugeln. Um herauszufinden wie
grof3 der Anteil weifer Kugeln ist, zieht man 10 Kugeln mit Zuriicklegen. X sei die Anzahl
gezogener weifler Kugeln (X ~ B(10,p)). Danach legt man alle Kugeln wieder zuriick und zieht
nochmals 10 Kugeln. Das macht man insgesamt viermal. Dabei zog man beim ersten Versuch 5,
im zweiten 7, im dritten 3 und im vierten 5 weifSe Kugeln.

© Dliver Kirchkamp
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1. Schdtzen Sie den Parameter p mit der Momentenmethode!

2. Berechnen Sie den Wert nun mit der Likelihoodmethode. Andert sich dabei der Schitzwert
firp?

Ubung 3.7 X ~ D(0, a) ist verteilt wie folgt

(X, a) = 2_Z fallsx €0, d
0 sonst

Eine Stichprobe ergibt X = {0, 2}. Benutzen Sie die Momentenmethode um a zu schdtzen. Das

erste Moment der obigen Verteilung ist w = 5. Das zweite Moment der obigen Verteilung ist
2 _ 1.2

0o~ = ﬁ(l .

Ubung 3.8 X ~ N(u, 0?) ist normalverteilt. Die Parameter w und o sind unbekannt. Eine

Stichprobe ergibt X = {0, 1, 1}. Schdtzen Sie den Parameter . mit der Momentenmethode.

Ubung 3.9 Die Dichtefunktion der Zufallsvariablen X ist

X —

1— fallsx € [0,0 + 2]

0 sonst

f(x) =

Der Erwartungswert E(X) = % + 0. Der Parameter O ist unbekannt und soll geschdtzt werden.

1. Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schdtzer fiir ©, wenn Ihre Stichprobe die beiden
Werte {2, 3} enthiilt.

2. Bestimmen Sie den Momentenschdtzer fiir © (auf Basis des ersten Moments), wenn Ihre
Stichprobe die beiden Werte {2, 3%} enthdlt.

Ubung 3.10 Fiir die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen X gilt

T fallsx =0

1 =
P(X =x) = ﬁfallsx 0+1

7 fallsx=0+2

0 sonst

Der Parameter 0 ist unbekannt und soll geschdtzt werden.

1. Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schdtzer fiir ©, wenn Ihre Stichprobe die drei
Werte{2, 2,3} enthalt.

2. Bestimmen Sie den Momentenschdtzer fiir © (auf Basis des ersten Moments)

Ubung 3.11 Eine Zufallsvariable X nimmt die Werte 1,2,3 und 4 an. Dabei gilt
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CP(X=1)=0?
. P(X=2)=90
. P(X=3)=90

e P(X=4)=1-2-0—6

mit 8 € [0; Z].
Ihnen liegt folgende Stichprobe der Zufallsvariablen vor: (2,1,3,1,4,4,1,1,4,1)
Berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schdtzer fiir 0!

Ubung 3.12 Eine Zufallsvariable X sei binomialverteilt mit n = 150 und p = 0. Ein Stich-
probe fillt folgendermaflen aus: 51, 105, 71, 22, 63. Welche Schdtzung erhalten Sie fiir © mit der
Maximum-Likelihood-Methode?

Ubung 3.13 Gegeben sei X ~ B(80,p). Bestimmen sie den Momentenschdtzer © fiir p auf
Basis des ersten Moments mit Hilfe der folgenden Beobachtung: (1,8,15).

Hilfe: Der Mittelwert der Binomialverteilung mit StichprobengrofSe n und Erfolgswahrschein-
lichkeit p istm - p. Die Varianz istn - p - (1 —p).

Ubung 3.15 Eine Zufallsvariable X sei exponentialverteilt mit X ~ Ex(A). Es liegen folgende
Beobachtungen vor: 1, 8, 12.

1. Bestimmen Sie in R den Momentenschdtzer fiir A auf Basis des ersten Moments.

2. Bestimmen Sie den Momentenschdtzer fiir A auf Basis des zweiten Moments.

Ubung 3.16 1. Die Zufallsvariable X ist Poisson-verteilt. Sie haben folgende Stichprobe er-
hoben: (0,1,1,0, 2). Berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schdtzer zum Schdtzen des
Parameters A.

2. Eine andere Stichprobe ist (2,3,1,0,2,1,1,0). Berechnen Sie den Parameter A mit Hilfe
der Momentenmethode auf Basis des ersten Moments.

Ubung 3.17 Sie interessieren sich fiir den Erwartungswert von X. Ihre Stichprobe enthdlt 9
unabhdngige Beobachtungen: Xy, ..., Xo.

1. Welche Schdtzfunktionen fiir E(X) sind erwartungstreu?

. Xo
o X1+ X7 —Xo
o 2X5 4+ 2X; —3Xo
« Xi = X7 =X

o 2X5 4+ 3X7 —2Xo

2. Welche Schdtzfunktionen fiir E(X) sind effizient?

© Dliver Kirchkamp
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[ ] X9

o« X;4+X7—Xo
2X; + 2X7 — 3Xo
IYIX

- XX

3. Welche Schatzfunktionen fiir E(X) sind effizienter?

« Xo ist effizienter als X; + X; — Xo

« X1+ X; — Xo ist effizienter als 2 - Xo — X3
« X ist effizienter als (X3 + X3)/2

.3 Zf X ist effizienter als S X

« X3 ist effizienter als % ZZ Xi

Ubung 3.18 Eine Zufallsvariable ist wie folgt verteilt: P(X =1) = 0,P(X =3) =0, P(X =
5)=1—20.Esgilt0<6<1.

1. Ihre Stichprobe enthdlt zwei Beobachtungen: 1 und 3. Was ist der Maximum-Likelihood-
Schadtzer fiir0?

2. Ihre Stichprobe enthdlt nun drei Beobachtungen: 1,3 und 5. Was ist der Momentenschdtzer
auf Basis des ersten Moments fiir 0?

4. Bayesianische Inferenz

4.1. Einfiihrung

Wir kénnen Inferenz wie folgt zerlegen:
« Wissen, das wir bereits haben. Das nennen wir auch »A-priori-Wissen« oder Prior.
Dazu gehort Wissen tiber Modelle, oder, ganz allgemein, iiber Parameter.
Zuweilen ist dieses Wissen unvollstindig. Wir wissen bestimmte Dinge nicht genau,

und wollen sie genauer wissen.

. Evidenz, die wir beobachten. Oft nennen wir diese Evidenz auch »Daten«. Diese Evi-
denz hilft uns, unser Wissen zu praziseren.

Das Wissen, das wir nach Zusammenfiigen von A-prior-Wissen und Daten erschlieflen
konnen, nennen wir »Posterior«.
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A-priori-Wissen
Prior Daten
Modellannahmen

NS

Posterior
Schlussfolgerung

library("Ecdat")
data("Caschool")

Beispiel Die Datensatz Caschool enthilt Daten tiber 420 Bezirke Kaliforniens aus der Zeit
1998/99. Die Variable str enthilt das »Student/Teacher Ratio«, also wie viele Schiiler auf

jeden Lehrer entfallen.
Nehmen wir an, wir interessieren uns fur den Mittelwert von str:

mean (Caschool$str)

[1] 19.64043

Im Mittel entfallen also auf jeden Lehrer 19.64043 Schiiler.
Die folgende Grafik zeigt fiir jeden der 420 Bezirke den Wert von str in diesem Bezirk.
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Stellen wir uns vor, wir hiatten keine Information fur alle 420 Bezirke. Statt dessen hitten
wir nur eine Stichprobe der ersten 60.

© Oliver Kirchkamp
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sampleSize<-60
Stichprobe<-head(Caschool,sampleSize)

Auch hier gibt es einen Mittelwert:

mean (Stichprobe$str)

[1] 20.40893

Zum Vergleich noch einmal der Mittelwert fiir alle 420 Bezirke:

mean (Caschool$str)

[1] 19.64043

Stichprobe

ganz Kalifornien

T T T T T
19.8 20.0 20.2 20.4

Mittelwert str

Wenn wir keine Information iiber die iibrigen 360 Bezirke haben, kénnen wir uns nicht
sicher sein, dass der Mittelwert fiir ganz Kalifornien 20.408932 betrégt.

Was konnen wir aus unseren Daten schlieflen?

Nehmen wir an, wir wissen, bevor wir unsere Stichprobe gezogen haben, eigentlich nichts
iiber die Verteilung von str. Gegeben die ersten 60 Bezirke konnen wir nun folgendes sagen:

Der Mittelwert in ganz Kalifornien liegt mit Wahrscheinlichkeit 95% im Intervall
[19.95, 20.87].

(wie man zu diesen Zahlen kommt, betrachten wir weiter unten).

o Warum ist die Wahrscheinlichkeit interessant?

— Betrachte den Erwartungswert folgender Lotterie:

— Wenn der Mittelwert am Ende wirklich im Intervall [19.95, 20.87] liegt, ist der
Gewinn 1...

- ...sonst gibt es einen Verlust von 19.

— Diese Lotterie hiatte immer noch einen Erwartungswert von gerade 0.
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Obiges Beispiel ist ein bisschen abstrakt. Warum sollte uns jemand gerade eine solche Lotterie
anbieten?

Im wirklichen Leben spielen wir gegen die Natur:

Z.B.: Wir schétzen nicht str in Kalifornien, sondern die zukiinftige Nachfrage fiir ein
Produkt.

« Wenn die Nachfrage im Intervall [...] liegt, rechnen wir mit einem Gewinn von ....
Sonst machen wir einen Verlust von ...

« Ist der erwartete Gewinn immer noch positiv?
Aber auch der Bildungspolitiker mag eine Wette mit der »Natur« eingehen.

« Vielleicht verspricht er, dass die Parameter der Bildungspolitik schon in einem be-
stimmten Intervall liegen. Falls ja, macht er einen Gewinn, ansonsten einen Verlust.

Die Wahrscheinlichkeit (hier 95%) hilft uns also, zusammen mit Auszahlungen, eine Erwar-
tungsauszahlung abzuschéatzen.

4.2. Satz von Bayes — Aggregation von Informationen

Nehmen wir an, wir wissen bereits einiges iiber die Verteilung von str.

Vielleicht haben wir vorher eine andere Stichprobe gezogen. Auf Basis dieser Stichprobe
sind wir zum Ergebnis gekommen, dass der Mittelwert von str den Wert 25 hat. Nehmen
wir ferner an, dass sich die Genauigkeit unserer Erwartung mit einer Standardabweichung
von z.B. 1 beschreiben lésst.

Was wiirden wir in diesem Fall aus der (neuen) Stichprobe schlieffen?

S

0.2

0.0

18 20 22 24 26

— Der Mittelwert in ganz Kalifornien liegt mit Wahrscheinlichkeit 95% im In-
tervall [20.19, 21.12].

Auf Basis der ersten 60 Beobachtungen kénnen wir folgendes sagen:

© Dliver Kirchkamp
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Stichprobe ohne Prior } L ‘

Stichprobe mit Prior ‘

ganz Kalifornien ®

20.0 20.5 21.0

Gegeben unser jeweiliger Prior liegt mit Wahrscheinlichkeit 95% der Mittelwert im jewei-
ligen Intervall.

Andere Annahmen (Priors) — andere Resultate.

Satz von Bayes Notation:
P(A) Wahrscheinlichkeit, dass A zutrifft
P(B) Wahrscheinlichkeit, dass B zutrifft
P(A A B) Wahrscheinlichkeit, dass A und B gleichzeitig zutreffen
P(A|B)  Vorausgesetzt B trifft zu: Wahrscheinlichkeit, dass A zutrifft
P(B|A)  Vorausgesetzt A trifft zu: Wahrscheinlichkeit, dass B zutrifft
Wie kann man P(A /\ B) noch ausrechnen?

P(AAB)=P(A)-P(BJA) =P(B) - P(AB)

Umstellen ergibt den Satz von Bayes:

-

P(A[B) = P(BIA) - %

o]

Nenne A = 0, B = X, dann gilt
Satz von Bayes (andere Bezeichnungen, sonst unverandert):

prior

posterior likelihood
Wie bestimmen wir P(X)?

P(X) = JP(G) P(X|0) do
—~— ——
prior likelihood

Einsetzen in den Satz von Bayes:
prior
C)
[ P(B)P(X|B) dO

=)

P(8IX) = P(XI6)
— =

posterior likelihood
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Das sieht nach einfacher Algebra aus - allein, [ P(0)P(X|0) d6 ist chne Computer nur
schwer zu berechnen.

Dogmengeschichte Statistische Inferenz zwischen 1925 und 1953: Frequentistisch
Kommt ohne [ P(8)P(X|0) dO aus.
Braucht nur P(X|0) (likelihood).

+ Kein Computer notwendig.
« Ergebnis bei kleinen Stichproben ungenau.
« Ergebnis schwer zu interpretieren.

« Macht sich keine Gedanken tiber Prior.

Statistische Inferenz seit 1953: Bayesianisch

« Computer erforderlich (normalerweise).
« Ergebnis korrekt.
« Ergebnis leichter zu interpretieren.

« Erlaubt/erfordert Prior P(0).

— Bayesianische Inferenz wird seit 1953 zunehmend populdr - es gibt aber immer noch
Leute, die frequentistisch denken.

Metropolis, N., Rosenbluth, AW., Rosenbluth, M.N., Teller, A., Teller, H. (1953). Equation
of state calculations by fast computing machines. The Journal of Chemical Physics 21:1087-
1092.

4.3. Bayesianische Inferenz mit R

Es gibt fiir R viele Pakete, die uns unterstiitzen. Hier verwenden wir das Paket MCMCpack.

library (MCMCpack)
Stichprobe<-head(Caschool,sampleSize)
summary (MCMCregress(str ~ 1,data=Stichprobe))

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains = 1

Sample size per chain = 10000

© Dliver Kirchkamp


http://www.kirchkamp.de/

© Dliver Kirchkamp

BW24.1 —59

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 20.411 0.2344 0.002344 0.002381
sigma2 3.193 0.6075 0.006075 0.006180

2. Quantiles for each variable:

2.5% 25% 50%  75% 97.5%
(Intercept) 19.951 20.256 20.412 20.57 20.87
sigma?2 2.212 2.752 3.123 3.55 4.57

summary (MCMCregress(str ~ 1,data=Stichprobe,b0=25,B0=1))

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains = 1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 20.646 0.2341 0.002341 0.002463
sigma2 3.251 0.6320 0.006320 0.006539

2. Quantiles for each variable:

2.5% 25% 50% 75% 97.5%
(Intercept) 20.191 20.491 20.642 20.797 21.124
sigma?2 2.242 2.796 3.181 3.613 4.704

Notation fiir Likelihood und Prior Fiir Bayesianische Inferenz brauchen wir Likelihood
und Prior.
prior

=
P(0)

[ P(B)P(X|0) dO

P(8IX) = P(X|0)
—— =

posterior likelihood

« Likelihood P( \)S_/ I\O/)

str w,o
— In unserem Beispiel sind die Daten (X) die Variable str.
- Die Parameter (0) sind Mittelwert und Standardabweichung von str: p und o.

str ~ N(u, 0?)
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- MCMCregress verwendet folgende Notation

MCMCregress(str ~ 1,data=Stichprobe)

« Prior: bislang verwenden wir einen »flachen Prior«.

— Wir nehmen an, dass wir iiber i und o nichts wissen.
- Alle Werte von p sind gleich wahrscheinlich.
- Notation: u ~ N(0, c0)

(Varianz ist unendlich grof, Mittelwert spielt keine Rolle, wird z.B. gleich 0 ge-
setzt.)

— Wenn man mehr Vorwissen (prior knowledge) hat, wiirde man sagen, dass . einer
bestimmten Verteilung folgt.

zB. u~N(25,1)

Prior fiir mu: Bislang hatten wir (vor der Stichprobenziehung) folgenden Prior fiir mu:

e p~N (0) o)
Also:
— W ist normalverteilt um Mittelwert=0 mit Varianz=00:

alles ist moglich.
Nehmen wir an, wir hétten (vor der Stichprobenziehung) folgenden Prior:
« u~N(25/1)

Also:

— pist normalverteilt um Mittelwert=25 mit Varianz=1.

0 20 40 60 80 100
| | | | | | | | | | | |
w~ N(0,100)
200 - o 0O © © 7
i 0 O, O & o©
z %1 o0 S % 0 &R | crmmmmmmmm:
-100 — § © %@o % o % @5 L
-200 — o © 0) a
[ [ [ [ [ [ [
0 20 40 60 80 100

MCMCregress erlaubt uns, einen Prior fiir u vorzugeben.
Falls 1 ~ N(py, 03) dann bO=p,, BO=1/02.
MCMCregress(str ~ 1,data=Stichprobe,b0=...,B0=...)

© Dliver Kirchkamp
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+ bO: Mittelwert der Parameter, entsprechend A-priori-Wissen

« BO: Prazision des Wissens

1/0% Prizision
o?  Varianz

o  Standardabweichung

Es ist egal, ob wie die Streuung mit Prazision, Varianz oder Standardabweichung be-
schreiben.

Fir MCMCregress verwenden wir den Begriff der Prazision (Parameter BO).

posterior25.1<-MCMCregress(str ~ 1,data=Stichprobe,b0=25,B0=1)
summary (posterior25.1)

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains = 1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 20.646 0.2341 0.002341 0.002463
sigma2 3.251 0.6320 0.006320 0.006539

2. Quantiles for each variable:

2.5% 25% 50% 75% 97.5%
(Intercept) 20.191 20.491 20.642 20.797 21.124
sigma?2 2.242 2.796 3.181 3.613 4.704

Prior — Posterior

Gegeben ein Prior i ~ N(25,1)

l
dann liegt mit 95% Wahrscheinlichkeit

der Posterior fiir 1 zwischen 20.19 und 21.12.

posterior25.100<-MCMCregress(str ~ 1,data=Stichprobe,b0=25,B0=100)
posterior25.10 <-MCMCregress(str ~ 1,data=Stichprobe,b0=25,B0=10)
posteriorl5.1 <-MCMCregress(str ~ 1,data=Stichprobe,b0=15,B0=1)
posterior15.10 <-MCMCregress(str ~ 1,data=Stichprobe,b0=15,B0=10)
posterior15.100<-MCMCregress(str ~ 1,data=Stichprobe,b0=15,B0=100)
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Verschiedene Priors fiir

b0=2580=100 [of]
b0=25,80=10 —e—]
b0=25,B0=1 e
b0=0,B0=0 e
b0=15,B0=1 —e—]
b0=1580=10 e
b0=15,80=100 lle ]|

16 18 20 22 24

+ Uninformierter Prior (it ~ N(0, 0c0) Prazision des Priors ist Null. Varianz unendlich
grof3. Kein Vorwissen. Posterior wird nur von Daten bestimmt.

« Vager Prior (1 ~ N(0O, 100) Prazision des Priors ist sehr klein. Varianz sehr grof3. Wenig
Vorwissen. Posterior wird vor allem von Daten bestimmt.

« Informierter Prior (u ~ N(25,1), Prazision des Priors ist grofler. Mehr Vorwissen.
Posterior wird starker vom Prior bestimmt.

Prior funktioniert wie jede andere Modellannahme.

« Wir missen unsere Zuhorer und Zuhorerinnen von unseren Annahmen tiberzeugen
konnen. Dazu gehort auch der Prior.

« Oft ist es leichter, einen Zuhorer oder eine Zuhorerin von einem vagen Prior zu tiber-

zeugen als von einem informierten Prior (mit dem vagen Prior machen wir keine starke
Annahme tiber die Verteilung der Parameter).

Prazision des Priors — Posterior  T: Posterior fiir Stichprobe mit flat Prior: 1 = 20.4,

o, =0.234.
Vergleiche verschiedene Priors: i = 22, Prazision T = # ist unterschiedlich.

Prior: p ~ N(22,0.015625), T = 64 Prior: i~ N(22,0.0625),t =16 Prior: p~N(22,1),t=1 Prior: p~ N(22,10000),t = 0.0001
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Grafische Darstellung fiir Posterior

densplot (posterior,show.obs=FALSE)

Density of (Intercept) Density of sigma2
o N}
i O' —
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i d N
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(=] (=]
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19.5 20.0 20.5 21.0 21.5 2 3 4 5 6
N = 10000 Bandwidth = 0.03875 N = 10000 Bandwidth = 0.1

4.4. Inferenz iiber das “credible interval” hinaus

MCMCregress liefert uns das 95%-credible interval, also ein Intervall, in dem die gesuchten
Parameter mit Wahrscheinlichkeit 95% sind, frei Haus.

Manchmal interessieren wir uns fiir andere Fragen, z.B., wie wahrscheinlich es ist, dass
ein Parameter in einem bestimmten Bereich ist.

Auch hier hilft uns das Ergebnis von MCMCregress.
Unsere MCMCregress Schatzung des Posteriors ist eine lange Liste von Samples aus der
Verteilung des Posteriors. Hier sind die ersten 6 Samples.

head (posterior,5)

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) output:
Start = 1001
End = 1006
Thinning interval = 1
(Intercept)  sigma2
[1,] 20.91196 2.417688
[2,] 20.65073 3.666025
[3,] 20.59721 3.032354
[4,] 20.49083 2.771416
(5,1 19.95767 3.282833
[6,] 20.22015 2.796865

Wir konnen diese Samples verwenden, um andere Fragen zu beantworten. Z.B.: Wie wahr-
scheinlich ist es, dass der Mittelwert von str grofier als 20 ist?
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mean (posterior[," (Intercept)"]>20)

[1] 0.9589

4.5. Vergleich von Gruppen

Sehr oft wollen wir Eigenschaften von Gruppen vergleichen. Der Datensatz Wages enthélt

4165 Beobachtungen fiir Lohne.
Hier vergleichen wir die Gruppen black und white.

data(Wages)
densityplot (~ lwage,group=black, data=Wages, plot.points=FALSE,
auto.key=list(space="right",title="black"))

1.0 —
08 —
0.6 —
0.4 —
0.2 —
0.0 —

I I

Density
I

Iwage

Modell:
log wage ~ N(B, + Biblack, 0?)

alternative Darstellung:

logwage = 39 + 31black + € wobei € ~ N(0, 0?)

E(logwage ,;..) = Po E(logwage,;...) = Bo + B
E(wage pie) & e E(wage, .q) ~ ePothr

+
E(wage,;, ) ~ ePothr — P

E(wage ,i.o) ebo

black

no
yes ———

Die Verteilung in der Stichprobe sieht unterschiedlich aus. Was konnen wir aus der Stich-

probe fiir die Population schlieflen?

wage.posterior<-MCMCregress(lwage ~ black,data=Wages)

Hier ist die Verteilung des Posteriors:

© Oliver Kirchkamp
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densplot (wage.posterior,show.obs=FALSE)

Density of (Intercept) Density of blackyes Density of sigma?2
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summary (wage .posterior)

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains =1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 6.7008 0.007297 0.00007297 0.00007297
blackyes -0.3378 0.027416 0.00027416 0.00027416
sigma2 0.2055 0.004515 0.00004515 0.00004515

2. Quantiles for each variable:

2.5% 25% 50% 75%  97.5%
(Intercept) 6.6863 6.6959 6.7008 6.7057 6.7151
blackyes -0.3923 -0.3563 -0.3378 -0.3193 -0.2844
sigma?2 0.1968 0.2024 0.2054 0.2085 0.2144

Auf Basis der summary konnen wir also z.B. die folgenden Aussagen machen:

« Im Mittel schiatzen wir den Unterschied in lwage zwischen black und white auf

—0.3378.
(Der mittlere Lohn von black ist nur e 33% = 71.34% des mittleren Lohns von
white).

« Mit Wahrscheinlichkeit 95% liegt der Unterschied in 1wage zwischen black und white
zwischen -0.3923 und -0.2844.

(Mit Wahrscheinlichkeit 95% liegt der mittlere Lohn von black zwischen 67.55% und
75.25% des mittleren Lohns von white).
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« Mit Wahrscheinlichkeit 50% ist der Unterschied in 1wage zwischen black und white
grofer als -0.3378

(Mit Wahrscheinlichkeit 50% ist der mittlere Lohn von black 71.34% des mittleren
Lohns von white oder kleiner).

So sehen die Samples unseres Posteriors aus:
head (wage.posterior)

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) output:
Start = 1001
End = 1007
Thinning interval = 1
(Intercept)  blackyes sigma2

[1,] 6.703357 -0.3191460 0.2059752
[2,] 6.694306 -0.2948398 0.2126631
[3,] 6.705780 -0.3666009 0.2078127
[4,] 6.706915 -0.4163234 0.2053672
[5,] 6.699219 -0.3796295 0.2054991
(6,1 6.708262 -0.3131989 0.2061392
(7,1 6.710522 -0.3595830 0.2054283

Wie oben kénnen wir unseren Posterior auch mit vorgegebenen Werten vergleichen — hier
z.B. fragen wir:

« Wie wahrscheinlich ist es, dass der durchschnittliche Lohn in der Gruppe “black” z.B. nur
65% oder weniger der durchschnittlichen Lohns der Gruppe “white” ist?

mean (wage.posterior[, "blackyes"]<log(.65))

[1] 0.0005

« Wie wahrscheinlich ist es, dass der durchschnittliche Lohn in der Gruppe “black” z.B. nur
80% oder weniger der durchschnittlichen Lohns der Gruppe “white” ist?

mean (wage.posterior[, "blackyes"]<log(.80))

[1] 1

Anhang 4.A Beispiele fiir die Vorlesung

Wir betrachten weiter den Datensatz Wages.
« Erhalten Frauen und Minner einen unterschiedlichen Lohn?

« Wie grof} ist der Unterschied?

© Dliver Kirchkamp
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« Wie sicher konnen wir sein, dass es einen Unterschied nicht nur in der Stichprobe,
sondern auch in der Population gibt?

« Wie sicher konnen wir uns sein, dass in der Population Manner im Durchschnitt mehr
als 50% mehr Lohn bekommen?

Anhang 4.B Ubungen

Ubung 4.1 Betrachten Sie die Zufallsvariable X.
Gestern haben Sie ein Stichprobe von X erhalten.

« Bestimmen Sie Mittelwert und Standardabweichung.
Heute ziehen Sie eine neue Stichprobe von X.

« Verwenden Sie Mittelwert und Standardabweichung von gestern als Prior. Was ist Ihr Po-
sterior fiir den Mittelwert von X?

« Was ist Ihr Posterior, wenn Sie die Information iiber die gestrige Stichprobe nicht hdtten?

Erzeugen Sie die Stichproben wie folgt:

N<-100;set.seed(123)
gestern<-rnorm(N)
heute<-rnorm(N,mean=1)

Ubung 4.2 Betrachten Sie wieder die Variable str aus Caschool.

« Wie bestimmen Sie den Mittelwert der ersten 18 Beobachtungen?

« Gegeben diese 18 Beobachtungen, wie wahrscheinlich ist es, dass der Mittelwert der Popu-
lation grofSer als 20 ist?

« Was, wenn Sie die ersten 40 Beobachtungen zu Grunde legen?
« Was, wenn Sie die ersten 80 Beobachtungen zu Grunde legen?
« Was, wenn Sie die ersten 200 Beobachtungen zu Grunde legen?

« Fiihren Sie die Berechnung fiir den gesamten Datensatz aus? Wie interpretieren Sie das
Ergebnis?
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Ubung 4.3 Betrachten Sie folgenden Output:

p<-MCMCregress(avginc ~ 1,data=head(Caschool,20))
summary (p)

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains = 1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:
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Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 8.875 0.8635 0.008635 0.008635
sigma2 14.701 5.4314 0.054314 0.057185

2. Quantiles for each variable:
2.5% 25% 50%  75% 97.5%

(Intercept) 7.146 8.319 8.888 9.43 10.58
sigma2 7.637 10.923 13.625 17.12 28.14

« Wie wahrscheinlich ist es, dass der Mittelwert von avginc>8.888?
« Wie wahrscheinlich ist es, dass der Mittelwert von avginc>7. 146?

« Wie wahrscheinlich ist es, dass der Mittelwert von avginc<8.319?

Ubung 4.4 Bestimmen Sie nun ein credible interval fiir den Mittelwert von avginc fiir eine
Stichprobengrofe von

« 10
e 50
« 100
« 200
« 300

« 400

12 14 16

95% CI fir p

10

Stichprobengrofie


http://www.kirchkamp.de/

70 — [ 15 November 2025 18:22:55 (2c16c7a) ]

with(Caschool,plot(avginc))

avginc
20 30 40 50
\ \
@)
@)

10

Beobachtung am Rande: Der Datensatz ist so sortiert, dass wir eher mit armen Bezirken
anfangen. Am Ende kommen erst die reichen Bezirke.
Wir verwenden besser immer eine zufallige Stichprobe der Bezirke:

-
N
2 o
-~ N

L‘:_‘S

= o0

o = 7

53

n

O
[ -
—

0 100 200 300 400

Stichprobengrofie

Ubung 4.5 Betrachten Sie die Information iiber avginc aus 50 zufillig gezogenen Bezirken
von Caschool.

« Wie grof3 ist das 95%-credible Interval fiir den Mittelwert von avginc?

« Wie wahrscheinlich ist es, dass der Mittelwert kleiner als 13 ist?

© Oliver Kirchkamp
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Bevor Sie Ihre Daten erhoben haben, sind sie davon ausgegangen, dass der Mittelwert von
aVGINC Uaygine ~ N(17, %). Ihr Prior fiir Wayginc hat also einen Mittelwert von 17 bei einer
Varianz von 1/9.

« Was ist nun, auf Basis von Stichprobe und A-priori Wissen, das 95%-credible Interval fiir
den Mittelwert von avginc?

« Wie wahrscheinlich ist es jetzt, dass der Mittelwert kleiner als 13 ist?

Ubung 4.6 Betrachten Sie den Datensatz BudgedFood aus dem Paket Ecdat.

« Vergleichen Sie die Ausgaben fiir Lebensmittel fiir Haushalte mit mdnnlichem und weib-
lichem Haushaltsvorstand.

« Geben Sie ein 95% credible interval fiir den Unterschied zwischen mdnnlichem und weib-
lichem Haushaltsvorstand an.

+ jJemand behauptet, der Unterschied sei kleiner als 1% der Gesamtausgaben. Wie wahr-
scheinlich ist diese Aussage?

« Wie wahrscheinlich ist es, dass Haushalte mit einem weiblichen Haushaltsvorstand um
mehr als 2% der Gesamtausgaben fiir Lebensmittel ausgeben als Haushalte mit einem
mdnnlichen Haushaltsvorstand?

Ubung 4.7

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains =1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 11.84 1.856 0.01856 0.0191
sigma2 339.84 49.340 0.49340 0.5054

2. Quantiles for each variable:
2.5% 25% 50% 75% 97.5%

(Intercept) 8.192 10.6 11.84 13.07 15.5
sigma?2 256.386 304.6 335.74 370.00 447.6

o Wie wahrscheinlich ist es, dass x > 10.67
o Wie wahrscheinlich ist es, dass |, > 10.6?

o Wie wahrscheinlich ist es, dass 072( < 3707
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Ubung 4.8 Im obigen Beispiel haben wir a-priori Wissen iiber |L,. Wir erwarten, dass |1, nor-
malverteilt ist, mit Mittelwert 10 und Standardabweichung 2. Wie rufen wir MCMCregress auf?

summary (MCMCregress(x ~ 1,b0= ,BO= ))

Ubung 4.9

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains =1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 28.48 2.338 0.02338 0.02338
X -10.05 0.109 0.00109 0.00109
sigma?2 385.26 56.605 0.56605 0.58212

2. Quantiles for each variable:
2.5Y% 257, 50% 75%  97.5%
(Intercept) 23.93 26.92 28.51 30.04 33.048

X -10.27 -10.13 -10.05 -9.98 -9.838
sigma?2 290.19 345.48 379.66 419.66 509.134

Wir schitzen Y = By + 1 X+ u

Wie wahrscheinlich ist es, dassx > —10.13?

Wie wahrscheinlich ist es, dass 31 > —10.13?

o Wie wahrscheinlich ist es, dass O'i < 379.667

« Wie wahrscheinlich ist es, dass O‘i < 379.667

5. Frequentistische Inferenz — Tests von Nullhypothesen

5.1. Motivation: Wahlen Firmen im Oligopol
Gleichgewichtsmengen?

Kann es sein, dass durch stillschweigende Kooperation (tacit collusion) Firmen im Oligopol
kleinere Mengen als Wettbewerbsmengen anbieten. Dadurch wiirde der Preis steigen und
die Firmen wiirden einen héheren Gewinn machen. Allerdings wiirde die Konsumentenrente
sinken.

Sauermann und Selten haben in den fiinfziger Jahren damit begonnen, Experimente zum
Wettbewerb in Oligopolen durchzufiihren.

© Dliver Kirchkamp
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30 — —
20 — —
10 — —

Percent of Total

16 18 20 22

Mengen

Ist es bemerkenswert, wenn die mittlere Menge im Experiment mit 17.8615385 grof3er ist
als die Cournotmenge von 12?

Sauermann H., Selten R.. Ein Oligopolexperiment. Zeitschrift fiir die gesamte Staatswis-
senschaft, 1959.

In Kapitel @ haben wir “credible intervals” betrachtet, d.h. haben berechnet, in welchem
Intervall um unseren geschiatzen Parameter 0 der wahre Parameter 6 wohl liegen konnte.

Manchmal haben wir konkrete Hypothesen, welchen Wert 0 annehmen koénnte. Diese
Hypothesen kann man testen.

Der Mittelwert der Stichprobe ist nicht 12, sondern 17.8615385.

Hypothese: Der Mittelwert der Population ist 12.
Hier ist das Ergebnis eines t-Tests:

t.test(x, mu=12)

One Sample t-test

data: x
t = 54.567, df = 129, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is not equal to 12
95 percent confidence interval:
17.64901 18.07407
sample estimates:
mean of x
17.86154

5.2. Frequentistische Hypothesentests

Das Schlufverfahren in Kapitel i, Bayesianische Inferenz, braucht fiir viele Situationen einen
Computer. Mit Papier und Bleistift kommen wir nicht sehr weit. Was haben Leute vor 1953
gemacht?

Ronald Fisher (1925): Idee des Hypothesentests

Frequentistisch
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« Wissenschaftler haben Nullhypothesen iiber fixe Parameter:
0 =0,

« Wie wahrscheinlich ist es, die Daten der Stichprobe zu finden, wenn die Nullhypothese
wahr ist?

- — P(X]00)
Diese Frage konnen wir mit Papier und Bleistift beantworten.
Bayesianisch
« Parameter sind Zufallsvariablen

« Wissenschaftler haben einen mehr oder weniger genauen Prior iiber die Verteilung des
Parameters.

« Daten erlauben uns, die Verteilung des Posteriors zu bestimmen.

- = P(OIX) = P(XI0) 75

Diese Frage konnen wir oft nur mit einem Computer beantworten.

Dogmengeschichte

Hypothesentest: Ronald Fisher (1925).

Interpretation der Ergebnisse dieser Tests ist oft verwirrend, unintuitiv und hat kon-
zeptuelle Schwiéchen.

Bayesianische Schlussverfahren: Thomas Bayes (1702-1761). Einfachere Alternative.

Seit 1953 gibt es auch effiziente Computeralgorithmen, die es erlauben, eine grofle
Klasse von Problemen zu 16sen (Metropolis et al., 1953).

Viele Anwender sind mit Bayesianischen Verfahren noch nicht vertraut. Wir betrachten des-
halb in dieser Vorlesung auch den Hypothesentest von Ronald Fisher (1925) und das Konfi-
denzinterval von Jerzy Neyman (1930).

Einseitige und zweiseitige Tests Beispiel: Test des Mittelwerts der Grundgesamtheit p:
« Ho: = pxo versus Hy 1 u # uxp (zweiseitiger Test)
o Ho:p = pxpo versus Hy : > pxo (einseitiger Test)

o Ho:p = pxo versus Hy : p < uxp (einseitiger Test)

© Dliver Kirchkamp
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5.3. Fehler 1. und 2. Art

Der frequentistische Hypothesentest befasst sich nicht mit der Wahrscheinlichkeit von Pa-
rametern. Zur Zeit von Ronald Fisher (1925) war die Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit

zu kompliziert.
Leichter zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeit des »Fehlers 1. Art«. Also stiitzt sich

der grofite Teil der frequentistischen Inferenz auf diesen Fehler (bzw. auf Aussagen tiber
Situationen, in denen dieser Fehler klein ist).
Voraussetzung: Wir haben eine Nullhypothese Hy. Die kann abgelehnt oder nicht abge-

lehnt werden.
« Fehler 1. Art, o Fehler, falsch positiv: Hy wird abgelehnt, obwohl Hy wahr ist
— o false positive rate, Signifikanzniveau, 1 — & = Spezifitat

« Fehler 2. Art, 3 Fehler, falsch negativ: Hy wird nicht abgelehnt, obwohl Hy falsch ist

— [3: false negative rate, 1 — 3 = Power des Tests = Sensitivitat

tatsachliche Situation
H, falsch Hy wahr

é’ Hy wird 11— x
-2 abgelehnt Sensitivitat Signifikanzniveay
%D (positiv) Power Fehler 1. Art
% H() wird
(]
= . B 11—«

nicht gbgelehnt Fehler 2. Art Spezifitat

(negativ)

Betrachten wir zunachst nur eine Welt, in der eine Stichprobe nur aus einer von zwei Ver-
teilungen kommen kann. Die eine Verteilung entspricht Hy, die andere H;. (Oft ist die Welt
sehr viel komplizierter):

accept

In der folgenden Grafik sehen Sie links ein einfaches Problem. H; ist weit von Hy weg.
Rechts dagegen ist H; nahe an Hy. Die Unterscheidung ist schwieriger.
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Ho HO

’ reject . accept ~ _reject _
y/Z/ B x/2
0

In der néachsten Graphik ist der Abstand zwischen den Verteilungen von H; und H = 0
gleich. Links ist der Bereich, in dem H, nicht abgelehnt wird, grof3, rechts ist er klein.

accept ~ _reject _

B o/2

0

Wir sehen, wir miissen uns entscheiden: Entweder wir nehmen einen grofien Fehler erster
Art in Kauf, oder einen grofien Fehler zweiter Art.

5.4. Signifikanzniveau eines Tests

Signifikanzniveau eines Tests = Vorspezifizierte Wahrscheinlichkeit o« die Nullhypothese
falschlich abzulehnen, obwohl sie wahr ist.
Beispiel: Der Mittelwert X einer Stichprobe sei normalverteilt.

o2
* in(u%%)
02
* 7Z_FLONN<O)?X>

* Gi?%NN(O’])

Seien Q(5) und Q(1— §) die Quantile der Normalverteilung, dann wird Ho nicht abgelehnt,

Q(3) = g =Q(-3)

Zweiseitiger Test (Hy : 1 = po, Hy 1 1t # wo)

Das heif3t, falls eine Stichprobe aus der Grundgesamtheit stammt (H, ist wahr), wird H,
trotzdem mit Wahrscheinlichkeit o abgelehnt (false positive).

Hy wird um so eher abgelehnt

« je groBBer [x — pol ist

« je kleiner oy ist

© Dliver Kirchkamp
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* je grofler n ist

« je grofler ocist

Q1 —a/2)
Q(x/2)

Einseitiger Test (Ho : & = o, Hy : n > po): Sei Q(1 — «) das T — x-Quantil der
Normalverteilung, dann wird Hy nicht abgelehnt, wenn

X — Ho
o QU= Q1 - )

Einseitiger Test (Hy : 1t = po, Hy @ 1t < wo):  Sei Q(«) das «x-Quantil der Normalvertei-
lung, dann wird Hy nicht abgelehnt, wenn

X — Ho
Q (o) < e o

5.5. Parametertests — formale Definition

« Sei X ~ f(x|0) eine Zufallsvariable mit unbekanntem 6 € ©
« Hp:0 € ©y C O (Nullhypothese)

« H;: 0 & O, (Alternativhypothese)

« (Xq,...,Xy) Stichprobe von X

« g(Xi,...,Xy) Stichprobenfunktion (z.B. t-Statistik)

B C R Ablehnungsbereich
- g((X4,...,X) € B = Hj wird abgelehnt
- g((X1y..yXn) €B = Hy wird nicht abgelehnt

Fehler 1. Art: P(g(Xj,...,X,) € B|f € ©p)

« Fehler 2. Art: P(g(Xy,...,X,) € B|O € ©))
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5.6. p-Wert eines Tests

p-Wert= Wahrscheinlichkeit einer Stichprobe Xy, ..., X, zu ziehen, die wenigstens so advers
zu unserer Nullhypothese ist, wie unsere Daten — gegeben, dass unsere Nullhypothese wahr
ist.

Sei X der Mittelwert irgendeiner Stichprobe. X ist der Wert fiir X fiir unsere Stichprobe.

Zweiseitiger Test (Ho : 1 = po, Hy it 7 o)

)

< Stp.
X7 — Ux o

ox/vn

p—Wert = PI‘HO (P_( — FLX,O| > |>25tp' — Hx,0

Pr X— Hx 0
fo Gx/ﬁ

)

Um den p-Wert zu berechnen, muss man die Stichprobenverteilung von X kennen. Das ist
kompliziert, wenn n klein ist und X nicht normalverteilt ist.

Wenn n grof3 ist, kann man die Stichprobenverteilung von X durch die Normalverteilung
approximieren

< Stp.
X7 — Ux o

Wert ~ 2-Fn|—|————
P N( ox/vn

Einseitiger Test (Hy : 1t = po, Hy @ 0 > o)

p-Wert = Pry, (X — pxo > X — pixo)

_ pr X — pxo S X3P — iy o
P\ ox/vn T ox/vm

( 7_CStp'—Mx,o)
Fu (e
Ux/ﬁ

Einseitiger Test (Ho : 1t = po, Hy @ pt < o)

Q

p-Wert = Pry, (>_< — Kxo < X5 LLx)o)

_ py X — pxo < X — Lix o
T\ ox/vn T ox/vm

(XStp‘ — Mx,o)
IN|—F—F7—
ox/vn

H, wird jeweils abgelehnt wenn p-Wert < «

Q

© Dliver Kirchkamp
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5.7. Formulierung von Hypothesen

H, ist die Hypothese, die wir ablehnen konnen. Wenn wir Evidenz fiir einen Zusammenhang
sammeln wollen, formulieren wir das Gegenteil als Hy.
Beispiel:

« Wir méchten zeigen, dass die Europaische Wahrungsunion die Arbeitslosigkeit in der
EU verringert. Hy wire also: Die Arbeitslosigkeit ist gleich geblieben oder gestiegen.
(Da es nie passieren wird, dass die Arbeitslosigkeit exakt gleich bleibt, formuliert man
Hy zuweilen kiirzer als »die Arbeitslosigkeit ist gestiegen.)

« Wir mochten zeigen, dass die Europaische Zentralbank das Inflationsziel von 2% ver-
fehlt. Hy ware also, die EZB hat das Inflationsziel erreicht.

« Wir mochten zeigen, dass die Steuerpolitik der Bundesregierung das Investitionsni-
veau fordert. Hy ware also, das Investitionsniveau ist kleiner geworden oder gleich
geblieben. (Da es nie passieren wird, dass das Investitionsniveau exakt gleich bleibt,
formuliert man Hj zuweilen kiirzer als »das Investitionsniveau ist kleiner geworden.)

Wir werden normalerweise nie zeigen konnen, dass ein Parameter einen bestimmten Wert
aus einer unendlich groflen Menge von Werten hat. Wenn wir z.B. zeigen wollen, dass die
EZB erfolgreich das Inflationsziel von 2% erreicht hat, hilft es nicht, als Hy zu formulieren, die
langfristige Inflation sei ungleich 2%. Ziemlich sicher wird jeder Wert, den wir messen, nicht
exakt 2% sein, sondern stets ein bisschen grofler oder kleiner. Eine solche Nullhypothese
konnen wir also nie ablehnen.

5.8. Grenzen

« p-Werte konnen zeigen, wie sehr Daten mit einem statistischen Modell inkompatibel
sind.

Sie sagen aber nicht, welche Annahmen des Modells vielleicht verletzt sind.

+ p-Werte messen nicht die Wahrscheinlichkeit, dass eine Hypothese wahr oder falsch
ist.

+ p-Werte messen nicht die Gro3e oder Wichtigkeit eines Effekts.

« Entscheidungen sollten nicht nur davon abhéangen, ob ein p-Wert grofier oder kleiner
als ein bestimmter Wert ist.

Siehe auch: Wasserstein. ASA Statement on Statistical Significance and P-Values. The Ame-
rican Statistician. Vol. 70(2), 2016. 129-133.
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Multiples Testen

« Auch wenn es keinen Effekt gibt, werde ich mit einem Signikanzniveau von z.B. 5% in
5% aller Falle trotzdem einen signifikanten Effekt finden.

« Wenn ich nicht nur eine Hypothese teste, sondern mehrere, habe ich, auch wenn es
keinen Effekt gibt, bei jeder neuen Hypothese wieder eine 5% Chance einen signifi-
kanten Effekt zu finden.

— Frequentistisches Null-Hypothesen Testen verfithrt dazu, moglichst viele Hypothesen
zu testen.
HARKing
Hypothesizing After the Results are Known

(Norbert Herr, 1998, Personality and Social Psychology Review. 2 (3): 196-217.)

Publikationsbias

- Signikante Ergebnisse werden publiziert.

— Nicht-signifikante Ergebnisse werden nicht (so leicht) publiziert, sondern bleiben
in der Schublade.

— Effekte erscheinen grofier als sie wirklich sind.

(Theodore D. Sterling, 1959, Publication decisions and their possible effects on inferen-
ces drawn from tests of significance-or vice versa. Journal of the American Statistical
Association. 54 (285): 30-3.)

Open Science Collaboration (2015). Estimating the reproducibility of psychological sci-
ence. Science. 349 (6251): aac4716.

« 100 Artikel aus drei Zeitschriften (Psychological Science, Journal of Personality and
Social Psychology, and Journal of Experimental Psychology: Learning, Memory, and
Cognition.)

« 97 der Artikel haben signifikante Ergebnisse (p < 0.05).

« 36 der replizierten Studien haben signifikante Ergebnisse (p < 0.05).

© Dliver Kirchkamp
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Replicated effect size

Not Significant
Significant

>0

0.5 —

0.0

-0.5 —
I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Original effect size

Colin F. Camerer, Anna Dreber, Eskil Forsell, Teck-Hua Ho, Jiirgen Huber, Magnus Johan-
nesson, Michael Kirchler, Johan Almenberg, Adam Altmejd, Taizan Chan, Emma Heikensten,
Felix Holzmeister, Taisuke Imai, Siri Isaksson, Gideon Nave, Thomas Pfeiffer, Michael Razen,
Hang Wu. (2016). Evaluating replicability of laboratory experiments in economics. Science.
351 (6280): 1433-1436.

5.9.

18 Artikel aus American Economic Review and Quarterly Journal of Economics zwischen
2011 und 2014.

61% der Replikationen finden einen signifikanten Effekt in der gleichen Richtung wie
die urspriingliche Studie.
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5.10. Schliisselbegriffe

« Nullhypothese / Alternativhypothese

« Einseitiger und zweiseitiger Test

« Fehler 1. und 2. Art, Spezifitit, Sensitivitat
« Ablehnungsbereich

« Signifikanzniveau

« Parametertest

+ p-Wert

« normalverteilte Zufallsvariablen — parametrische Tests (exakt)

« grofie Stichprobe/nicht normalverteilte Zufallsvariablen — parametrische Tests (asym-
ptotisch)

- bekannte Varianz — (X — o)/ 0% ist normalverteilt

Anhang 5.A Ubungen

Ubung 5.1 In einer Stadt werden regelmdf3ig Niederschlagsmessungen durchgefiihrt. Das Jahr
2016 war recht kalt und es hat oft geregnet. Sie vermuten, dass im Durchschnitt hohere Nieder-
schlagsmengen in 2016 als in den vorhergegangenen Jahren gefallen sind.

Die Variable X bezeichnet den jiahrlichen Niederschlag und die Variable |1, o enthdlt den lang-
jahrigen Mittelwert aus der Vergangenheit.

Stellen Sie die Null- und Alternativhypothese auf.

Ubung 5.2 Ein Land weist in den letzten Jahren stabile Wirtschaftsstrukturen und stabile Ge-
burtenraten auf. Sie vermuten, dass die Zahl der Arbeitslosen im Durchschnitt konstant geblieben
ist.

Die Variable X enthdlt die aktuelle Zahl der Arbeitslosen und die Variable |1, enthdlt den
langjdhrigen Mittelwert aus der Vergangenheit (in der gleichen Einheit). Stellen Sie die Null-
und Alternativhypothese auf.

Ubung 5.3 Um die Unfallzahlen zu senken, wurde ein Gesetz erlassen, das Fahren mit Ab-
blendlicht am Tag vorschreibt. Sie vermuten, dass die Unfallzahlen im Durchschnitt gesunken
sind.

Die Variable X enthdlt die Zahl der Unfille im Monat und die Variable |1, o enthdlt den lang-
jahrigen Mittelwert aus der Vergangenheit.

Verwenden Sie fiir die nachste Aufgabe die folgenden Quantile:

© Dliver Kirchkamp
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0.001 0.0025 0.005 0.01  0.025 0.05 0.1

(x) -3.090 -2.807 -2576 -2.326 -1.960 -1.645 -1.282

(x) -3.579 -3.174 -2.861 -2.539 -2.093 -1.729 -1.328

Lo(x) -3.552  -3.153 -2.845 -2.528 -2.086 -1.725 -1.325
(x)

-3.527 -3.135 -2.831 -2.518 -2.080 -1.721 -1.323

Ubung 5.4 Sie iiberpriifen die Abfiillmaschine fiir Duschgel eines Kosmetikunternehmens. Aus
einer Stichprobe von 15 Duschgelflaschen bestimmen Sie eine mittlere Fiillmenge von 250 ml bei
einer Varianz von 24. Sie nehmen an, dass die Fiillmenge normalverteilt ist.

1. Sie erwarten eigentlich eine Varianz der Fiillmenge von 14. Welche Hypothesen stellen Sie
auf?

2. Sie gehen nun von einer Varianz von 25 aus. Wie grof$ muss Ihre Stichprobe sein, damit
der Bereich, in dem die Nullhypothese nicht abgelehnt wird, fiir die mittlere Fiillmenge
zum Signifikanzniveau von 5% eine Breite von nicht mehr als 1.96 ml hat?

Ubung 5.5 Von einer Abfiillanlage eines Getrdnkeherstellers werden Flaschen mit Wasser be-
fullt. Anhand einer Stichprobe soll nachgewiesen werden, ob die Sollfiillmenge von 1000ml ein-
gehalten wird.

1. Eine Verbraucherschutzorganisation will nachweisen, dass die tatsdchliche durchschnitt-
liche Fiillmenge kleiner ist. Welche Hypothesen muss sie dazu aufstellen?

2. Der Getrdnkehersteller will nachweisen, dass die tatsdchliche durchschnittliche Fiillmenge
immer eingehalten wird und sogar noch grofier ist. Welche Hypothesen muss er dazu
aufstellen?

3. Die Eichkomission will iiberpriifen, ob die durchschnittliche Fiillmenge genau eingehalten
wird. Welche Hypothesen muss sie dazu aufstellen?

Ubung 5.6 Eine fiktive Vereinbarung der Europdischen Sozialminister sieht vor, dass der durch-
schnittliche Bruttolohn in allen EU Staaten 11.25 € betragen soll. Verwenden Sie den Datensatz
Bwages aus der Bibliothek Ecdat um diese Hypothese fiir Belgien auf einem 5% Signifikanzni-
veau zu priifen.

Ubung 5.7 Eine genauere Lektiire der fiktiven Vereinbarung der Europdischen Sozialminister
ergibt, dass der durchschnittliche Bruttolohn in allen EU Staaten mindestens 11.25 € betragen
soll. Testen Sie wieder auf einem 5% Signifikanzniveau.

Ubung 5.8 Betrachten Sie wieder den Datensatz Buages aus der Bibliothek Ecdat und testen
Sie auf einem 5% Signifikanzniveau ob der Lohn im Durchschnitt 11.25€ ist. Bestimmen Sie den
p-Wert.

Beachten Sie: Der t-Test, den R (und praktisch alle anderen Statistikprogramme) durchfiih-
ren, verwendet nicht die Standardnormalverteilung, sondern die t-Verteilung mit n — 1 Frei-
heitsgraden.

Wir werden weiter unten sehen, unter welchen Umstanden das richtig ist.
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Ubung 5.9 Testen Sie nun, wie in Beispiel [5.7, ob der durchschnittliche Bruttolohn in Belgien
mindestens 11.25 € betrdgt. Bestimmen Sie den p-Wert.

Ubung 5.10 Einer Pressererklirung der Universitit Harvard zufolge erhalten 70% der Studie-
renden in Harvard finanzielle Unterstiitzung durch die Universitdt. Ihre Nullhypothese ist, dass
diese Zahl zutrifft. Sie befragen 50 Studierende, und stellen fest, dass davon 30 finanzielle Unter-
stiitzung durch ihre Universitdt erhalten. Wenn Sie Ihre Teststatistik als approximativ Normal-
verteilt annehmen, wie bestimmen Sie einen p-Wert um Ihre Nullhypothese zu priifen?

Hinweis: Fiir die Binomialverteilung mit Stichprobengré3e n und Erfolgswahrscheinlichkeit
pgiltp=n-pundo?=n-p-(1—p).

Es gibt zwei Moglichkeiten, diese Aufgabe zu losen. Entweder man betrachtet die Anzahl
der Erfolge (Stipendien) im Zahler der Teststatistik, dann muss im Nenner auch die Standard-
abweichung der Anzahl der Erfolge stehen, oder man betrachtet die Anzahl der Stipendien
pro Student, dann steht im Nenner auch die dazu passende Standardabweichung. Beide An-
satze filhren zum gleichen Ergebnis.

Ubung 5.11 Max macht ein Praktikum in einer Schokoladenfabrik. Heute hat er den Auftrag,
nachzuweisen, dass die Maschine fiir 100g-Tafeln falsch eingestellt ist und die hergestellten Scho-
koladentafeln im Mittel weniger als die angegebenen 100g wiegen. Die Maschine hat laut Her-
stellerangaben eine Standardabweichung von 4g.

1. Welche Hypothesen stellt er dazu richtigerweise auf?

2. Ernimmt 16 Tafeln aus der laufenden Produktion heraus, wiegt sie sorgfdltig und stellt ein
durchschnittliches Gewicht von 98 g fest. Nun testet er zum Signifikanzniveau von 1% seine
Vermutung. Dabei geht er davon aus, dass das Schokoladentafelgewicht normalverteilt ist.
Was stellt er fest wenn er die iibliche Testfunktion verwendet?

Die folgende Tabelle gibt Quantile der Normalverteilung Qn, der t-Verteilung mit 15 Frei-
heitsgraden Q,, der t-Verteilung mit 99 Freiheitsgraden Q.,,, und derx* Verteilung mit
15 Freiheitsgraden Qx$5 an.

x | 095 099 0.995
Qn(x) | 1.64 233 258
(x) | 1.75 2.60 2.95
Qu,(x) | 1.66 236 2.63

Q.. (x) | 25.00 30.58 32.80

3. Max ist mit den Ergebnis seiner Untersuchungen unzufrieden. Deshalb wiederholt er sei-
nen Test. Diesmal nimmt er gleich 100 Tafeln Schokolade, wiegt sie wieder und stellt wie-
der ein durchschnittliches Gewicht von 98 g fest. Kann seine Vermutung nun (mit einem
Signifikanzniveau von 1%) bestdtigt werden?

4. Was passiert, wenn der gleiche Sachverhalt zu einem Signifikanzniveau von 5% getestet
wird?
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Ubung 5.12 Nach 100 maligem Werfen eines Wiirfels ist 12 mal die 6 gefallen. Es wird vermu-
tet, dass der Wiirfel manipuliert ist. Dies soll getestet werden zum Signifikanzniveau o« = 0, 05.
Approximieren Sie die Binomialverteilung durch eine Normalverteilung.

1. Welches Ergebnis hat die Testfunktion?
2. Kann die Vermutung, dass der Wiirfel manipuliert ist, bestdtigt werden?
3. Was passiert, wenn die Irrtumswahrscheinlichkeit 10% betragen soll?

4. Wie oft darf die 5 bei dem Versuch von oben (100maliges Wiirfeln, Signifikanzniveau 5%)
auftreten, damit die Nullhypothese abgelehnt werden kann?

Hinweis: Fiir die Binomialverteilung mit Stichprobengréf3e n und Erfolgswahrscheinlichkeit
pgiltpu=n-pundo?=n-p-(1—p).

Es gibt zwei Moglichkeiten, diese Aufgabe zu 16sen. Entweder man betrachtet die Anzahl
der Erfolge im Zahler der Teststatistik, dann muss im Nenner auch die Standardabweichung
der Anzahl der Erfolge stehen, oder man betrachtet die Anzahl der Erfolge pro Wurf, dann
steht im Nenner auch die dazu passende Standardabweichung. Beide Ansitze fithren zum
gleichen Ergebnis.

Ubung 5.13 Das Gewicht von Orangen der Giiteklasse A sei normalverteilt mit einer Varianz
von 100. Sie sind Einzelhdndler und bekommen eine neue Lieferung. Grundsdtzlich nehmen Sie
diese nur an, wenn die Orangen mindestens ein durchschnittliches Gewicht von 150 g haben. Sie
testen bei jeder Lieferung zum Signifikanzniveau von 10%, ob die Orangen Ihren Anforderungen
geniigen.

1. Wie lauten die Hypothesen?

2. Wie jedesmal nehmen Sie eine Stichprobe von 10 Orangen, wiegen sie ab und stellen ein
durchschnittliches Gewicht von 156 g fest. Sollen Sie die Orangenlieferung annehmen?

3. Wie wiirde sich der Fehler 2. Art dufSern?

4. Sie wissen, dass es nur zwei Typen von Orangenlieferungen gibt. Entweder ist das Gewicht
in Ordnung (> 150) oder das mittlere Gewicht liegt bei 145. Wie viele Orangen miissten
mindestens gewogen werden, um die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 2. Art auf maximal
15% zu begrenzen?

Ubung 5.14 Einer Presseerklirung des Bundesministeriums fiir Bildung und Forschung zufolge
erhalten in Deutschland 3% aller Studierenden ein Stipendium aus Mitteln dieser Bundesbehorde.
Ihre Nullhypothese ist, dass diese Zahl zutrifft. Sie befragen 100 Studierende in Ihrer Universitdt,
und stellen fest, dass davon 2 ein Stipendium aus Mitteln des Bundesministeriums fiir Bildung
und Forschung erhalten. Nehmen Sie, dass Ihre Teststatistik approximativ normalverteilt ist. Der
Mittelwert der Binomialverteilung mit StichprobengrofSe n und Erfolgswahrscheinlichkeit p ist
W = n - p. Die Varianz einer solchen Zufallsvariablen ist var(X) =n-p - (1 —p)
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1.

2.

3.

Sollten Sie fiir Ihre Teststatistik die korrigierte oder die unkorrigierte Standardabweichung
verwenden?

Muss die Standardabweichung noch durch \/n geteilt werden?

Bestimmen Sie in R einen p-Wert um Ihre Nullhypothese zu priifen?

Ubung 5.15 Sie stellen Tachometer her, die die Geschwindigkeit von Kraftfahrzeugen mes-
sen. Ein Automobilclub interessiert sich fiir die Geschwindigkeit, die Ihre Tachometer im Durch-
schnitt bei einer tatsdchlichen Geschwindigkeit von 50 km/h anzeigen. Sie wissen, dass in diesem
Bereich die Standardabweichung der Anzeige Ihrer Tachometer 5 km/h betrdgt. AufSerdem ge-
hen Sie davon aus, dass der Fehler der Anzeige Ihrer Tachometer normalverteilt ist. Sie nehmen
100 Tachometer aus der laufenden Produktion, und stellen fest, dass diese Tachometer bei einer
tatsdchlichen Geschwindigkeit von 50 km/h im Mittel 55 km/h anzeigen.

1

Geben Sie den Bereich, in dem die Nullhypothese nicht abgelehnt wird, fiir die durch-
schnittlich angezeigten Geschwindigkeit bei einem Signifikanzniveau von 1% an. Schrei-
ben Sie Ihr Ergebnis als R Ausdruck auf und verwenden Sie dabei, dass gnorm(0.99) das
99% Quantil der Normalverteilung, gnorm (0. 98) das 98% Quantil, sowie gnorm(0.995)
das 99.5% Quantil der Normalverteilung ergibt. Verwenden Sie diese Ausdriicke in Ihrer
Lésung.

Oben haben Sie angenommen, dass die Standardabweichung bekannt ist. Wie dndert sich
Ihr Ergebnis, wenn Sie mit der empirischen Standardabweichung rechnen. R gibt Ihnen
die empirische Standardabweichung als sd (z) an.

Eigentlich gehen Sie von einem Erwartungswert fiir die angezeigte Geschwindigkeit von
56 km/h aus. Stellen Sie eine Nullhypothese auf, berechnen Sie eine Teststatistik fiir den
zweiseitigen Test (als R-Kommando und mit der empirischen Standardabweichung), und
rechnen Sie einen p-Wert aus (ebenfalls als R-Kommando).

Ubung 5.16 Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

1

Ein Punktschdtzer ist erwartungstreu, wenn der erwartete Schdtzwert dem wahren zu
schdtzenden Parameter der Verteilung entspricht.

Je verzerrter ein Schdtzer, desto hoher seine Varianz.
Konfidenzintervalle minimieren die Varianz erwartungstreuer Schdtzfunktionen.

Konfidenzintervalle spannen ein Intervall um einen geschdtzen Parameter einer Vertei-
lung.

Mit zunehmender Varianz verkleinert sich der Wertebreich des Konfidenzintervalls.

Das «-Niveau eines Hypothesentests begrenzt die Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese
fdschlicherweise abzulehnen.
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7. Das x-Niveau eines Hypothesentests begrenzt die Wahrscheinlichkeit die Alternativhy-
pothese fischlicherweise abzulehnen.

Ubung 5.17 Ihre Nullhypothese sei Hy, die Alternativhypothese sei H;. Welche der folgenden
Aussagen trifft zu?

Der Fehler 1. Art gibt an, wie hdufig Hy nicht abgelehnt wird, obwohl sie falsch ist.

Der Fehler 1. Art gibt an, wie hdufig Hy abgelehnt wird, obwohl sie wahr ist.

o Der Fehler 2. Art gibt an, wie hdufig Hy nicht abgelehnt wird, obwohl sie falsch ist.

Der Fehler 1. Art gibt an, wie hdufig H; abgelehnt wird, obwohl sie wahr ist.

« Der Fehler 2. Art gibt an, wie hdufig Hy nicht abgelehnt wird, obwohl sie falsch ist.

6. Tests fiir Mittelwerte — parametrisch

6.1. Motivation: Ultimatum Verhandlungen

Wie verhalt sich ein Entscheider in einer Verhandlungssituation, wenn er sehr viel Verhand-
lungsmacht hat? Im Ultimatumspiel kann ein Entscheider ein Angebot machen. Wenn der
Empfanger das Angebot annimmt, wird das Angebot wie vorgeschlagen umgesetzt. Wenn
der Empfanger ablehnt, enden die Verhandlungen, und beide bekommen nichts.

Im Labor implementiert man diese Situation so, dass der Entscheider, der das Angebot
macht, einen Geldbetrag aufteilt. Wenn der Empfanger das Angebot akzeptiert, wird der
Geldbetrag so aufgeteilt, und beide verlassen das Labor mit ihrem jeweiligen Anteil. Wenn
der Empfanger das Angebot ablehnt, bekommen beide nichts.

Ein egoistischer Empfanger wird also jedes Angebot annehmen. Deshalb wird ein egoisti-
scher Entscheider, der um den Egoismus des Empfangers weifl, dem Empfanger nichts oder
fast nichts anbieten.

Giith, Schmittberger und Schwarze haben das Verhalten in Ultimatumspielen im Experi-
ment untersucht.

Fragestellungen:

« Wird die theoretische Verhandlungsmacht genutzt?

« Sind die Angebote fair?
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29% der Angebote wurden zuriickgewiesen.

Giith, Schmittberger, Schwarze. An Experimental Analysis of Ultimatum Bargaining. Jour-
nal of Economic Behavior and Organization, 1982.
Wie kann man testen, ob die im Experiment beobachtete Abweichung von der spieltheo-

retischen Losung bemerkenswert ist?

6.2. Test fur Mittelwerte bei unbekannter Varianz

6.2.1. Test des Mittelwerts - p-Wert

In Kapitel B haben wir Hypothesentests betrachtet. Dabei haben wir angenommen, dass die
Varianz der Variablen, die wir beobachten, bekannt ist. Das war eine Vereinfachung.
In Kapitel f beriicksichtigen wir nun, dass die Varianz normalerweise unbekannt ist.

bekannte Varianz

unbekannte Varianz

_ xSy o

ox/vn

_ Py o

- ox/vn
0% ist unser Schitzer fir o%,

T ()’

52—
also 65 =

falls X normalverteilt und Hy wahr ist, dann (vor der Stichprobe)

g~N(0,1)

(Normalverteilung)

g~ tn—]

(Student t-Verteilung mit n — 1 Freiheits-
graden)

falls X einer beliebigen Verteilung folgt und Hy wahr ist und n — oo dann:

g~N(0, 1) =t

Wie in Abschnitt B kénnen wir diese Teststatistik verwenden, um Hypothesen zu testen.

Zweiseitiger Test (Ho : 1 = po, Hy @t 7 o)
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p-Wert = Pry, (|X — pxo| > [X*® — uxol)
p ( X — pxo X3P — iy o
rHO

ox/vn ox/Vn
3 Stp.
2. Ft,n71 <_ z Pxe )

ox/ v
Einseitiger Test (Ho : 1t = po, Hy @ pt > o)

)

Q

p-Wert = Pry, (X — MUx,0 > xS Hx,o)

_ 7 (X —pxo _ XM — Hx,o)
- rHo A > A
ox/vn ox/vn

r X3P — Lo
t,nf1 6x/ﬁ

Einseitiger Test (Hy : 1 = po, Hy 1 1t < o)

Q

p-Wert = PI‘HO (>_( — Hxo < 7_(Stp' — }/LX’())

_p (X —Hxo X — Hx,o)
= rHO = < ~
O‘X/ﬁ O‘X/ﬁ

X3P — iy o
Fino1 | ——F—4—
O'x/\/ﬂ

Hy wird jeweils abgelehnt wenn p-Wert < «
Fiir grofle Werte der Freiheitsgrade, bzw. fiir grofie n, konvergiert die t-Verteilung gegen
die Standardnormalverteilung.

Q

Die t-Verteilung sieht dhnlich aus, wie die Standardnormalverteilung, allerdings braucht
die t-Verteilung noch einen Parameter den wir »Freiheitsgrade« nennen. Wenn wir Mittel-
werte schitzen, sind die Freiheitsgrade = n — 1.

Die Idee zur t-Verteilung stammt von William Sealy Gosset. Gosset arbeitete in der Guin-
ness Brauerei und musste zwischen verschiedenen Qualitiaten von Gerste zum Brauen von
Bier auswahlen. Sein Problem war, dass die Anzahl der Beobachtungen (verschiedene Lie-
ferungen von Gerste) klein war. Zu dieser Zeit gab es nur statistische Verfahren fiir grofie
Stichproben.

— Entwicklung von statistischen Verfahren fiir kleine Stichproben.

W. S. Gosset (published as Student). The probable error of a mean. Biometrica, 1908.
dt bestimmt die Dichte unter der t-Verteilung. Analog bestimmt gt ein Quantil der t-Verteilung pt berechnet
ein Perzentil, und , rt berechnet t-verteilte Zufallszahlen.

Hier ist ein Bild der t-Verteilung fiir verschiedene Freiheitsgrade.
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Beobachtung: Wenn n grof} ist (d.h. die Anzahl der Freiheitsgrade grof} ist), dann wird der
Unterschied zwischen t-Verteilung und Normalverteilung sehr klein.

6.2.2. Test des Mittelwerts bei gegebenem Signifikanzniveau o

XS —pix o

« Berechnen der Teststatistik g(Xj,...,X,) = S
(wobei 6% = 15 1y (i —x*%)%)

o falls X normalverteilt und Hy wahr ist, dann g(Xj,...,X) ~ tn_1 (Student t-Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden).

- falls X einer beliebigen Verteilung folgt und Hp wahr ist und n — oo dann g(Xy,...,Xy) ~ N(0,1).

Wir bestimmen die kritischen Werte Q () bzw. Q(1— o) (fiir einen einseitigen Test) oder
Q(ee/2) und Q(1 — o¢/2) (fur einen zweiseitigen Test).

Qx(1— o) Qx(«)

ablehnen, falls
Ho:u=muxovs. Hi:u#uxo 9g¢€IQ(5),Q(1—5)] zweiseitiger Test
Ho:pu=pxpovs. Hitpu>pxo ¢g¢[—00,Q(1— )] einseitiger Test
Ho:p=pxovs. Hj:p < pxpo g ¢ [Q(a), 0] einseitiger Test

Vergleich: p-Wert und Signifikanzniveau Das Signifikanzniveau « wird vorgegeben.

Z.B. wenn das vorgegebene Signifikanzniveau & = 5% ist,...

« ...wird die Nullhypothese verworfen, wenn |g(Xj, ..., X, )| > 1.96 ist,
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« ...Aquivalent wird die Nullhypothese verworfen, wenn p < 0.05 ist.
« Wir nennen den p-Wert auch marginales Signifikanzniveau.

« Oft ist es informativer den p-Wert anzugeben, als zu sagen, ob der Test ablehnt oder
nicht.

Wann verwenden wir die t-Verteilung, und wann die Normalverteilung?

« Wenn Xj,..., X, ii.d. (unabhiangig und gleichverteilt) ist und normalverteilt entspre-
chend N(py, 0%), dann folgt die Teststatistik g(Xj,...,X;) der Student t-Verteilung

mit n — 1 Freiheitsgraden.
g(Xh te »Xn) ~tha

Aber

« Wenn die Xy, ..., X, nicht normalverteilt sind (und die Stichprobe klein ist), dann niitzt
uns das alles nichts.

Manche 6konomische Daten sind normalverteilt, andere nicht. Eine einfache Moglichkeit
der Uberpriifung der Normalverteilungsannahme bietet der Q-Q normal Plot.

Hier ist zunachst eine normalverteilte Variable. Links ein Histogramm. Das ist oft nicht
besonders ausagekréftig. In der Mitte ein Q-Q uniform Plot. In diesem Plot wird an der ver-
tikalen Achse die Variable selbst, und an der Horizontalen Achse das Quantil dargestellt.
Eine normalverteilte Zufallsvariable liegt in diesem Diagramm auf einer Kurve. Um diese
Kurve besser beurteilen zu kdnnen, verwendet man im Q-Q normal Plot Quantile der Nor-
malverteilung an der horizontalen Achse. Deshalb sollten nun alle Beobachtungen bei einer
normalverteilten Variablen auf einer Linie liegen.

Histogramm Q-Q uniform Q-Q normal Plot

20 — —

15 — —

10 — —

Percent of Total
X

20406080 120

X

« Es ist schwer, anhand eines Histogramms zu beurteilen, ob eine Stichprobe aus einer
Normalverteilung gezogen wurde.

« Stellt man eine normalverteilte Zufallsvariable in einem Q-Q-normal Plot dar, dann
liegen alle Beobachtungen auf einer Linie.
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Wie sieht es z.B. mit unseren Angeboten im Ultimatumspiel aus? Sind die auch (etwa)
normalverteilt?

20 — —

0.8 —

0.7 —
T T T

T T T
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 -2 -1 0 1 2

Percent of Total
demand/amount

demand/amount qnorm

Wir sehen, dass es in diesem Beispiel eine (kleine) Abweichung von der Normalvertei-
lung gibt. Bei einer kleinen Stichprobe ist das lastig. Bei einer grof3en Stichprobe ist das halb
so schlimm (weil die Mittelwerte einer grofien Stichprobe immer noch approximativ einer
Normalverteilung folgen).

Formale Tests of Normalitat Natiirlich gibt es auch formale Tests auf Normalitét:

Ho: X ~ N, Hi: X £ N
« Anderson-Darling test
« Cramer-von Mises test
« D’Agostino test
+ Jarque-Bera test
+ Kolmogorov-Smirnov test
« Lilliefors test
« Pearson x test
« Shapiro-Francia test
« Shapiro-Wilk’s test

. Egal wie X verteilt ist, wenn n grof3 wird, konvergiert X sowieso zur Normalverteilung
(zentraler Grenzwertsatz).

g(Xb-"»Xn) “’N(Oan
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Wenn unsere Stichprobe also hinreichend grof§ ist, haben wir kein Problem und kénnen mit
der t-Verteilung oder der Normalverteilung (zwischen den beiden Verteilungen besteht fiir
grof3e n kein Unterschied mehr) weiterarbeiten.

1.0 —
09 —
0.8 —
0.7 —
0.6 —

Mittelwerte

demand/amount

0.5 —

6.3. Vergleich von zwei Stichproben mit unbekannter Varianz

6.3.1. Unverbundene Stichproben

. s _ 1y it o g=1ym
Vergleiche nun x—;Zi:1 Xi mit y_HZi:] Yi
o ~2
2=  52_%
X = y
n m

Varianz der Differenz X — 4 also

~2 ~2
~ ~ ~ o (0}
b Y nm

Unter Hy ist unsere Teststatistik

g = — = ~ thim—2
Ox—y 6% ., 6%
n m

Mit dieser Teststatistik konnen wir wieder p-Werte ausrechnen oder Signifikanztests zu
einem vorgegebenen Signifikanzniveau « durchfiithren.

Qx(1— o) Qx(«)

ablehnen, falls
Ho:ux =pyvs. Hitux #uy g€ [Qunim2(5), Qunim2(1—35)]  zweiseit. Test
Ho:ux = uyvs. Hjp:px > py g & [—00, Qenim—2(1 — )] einseit. Test
Ho:ux =y vs. Hip:px < py g & [Qenim—2(cx), 00] einseit. Test
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Zweiseitiger Test (Hy : 1x = py, Hy @ ux # Wy)

p-Wert = Pry, (|[X—Y|>x—1l)

X-Y X—y
- PrHO 2 2 = 2 yz
WX & o 4 %
n m n m
X
~ Z'Ft,n+m—2 > =
o o
X_|__Y
n m

Einseitiger Test (Ho : ux = wy, Hy @ pux > wy)

p-Wert = Pry, ()_( —-Y>x —1])

X—-Y X —1
- PrHO ~2 ~2 > 2 yAz

% Sy ox Sy

EY EY

2
o
E
+
3
b

|
padl
|
|
N~ —

Einseitiger Test (Hy : ux = py, Hy @ pux < Hy)

p-Wert = Pry, (X—Y<x—1)

X—Y X —1
= Pr Ho <
0% 4 9% 0% | %
n T E
%
~ Ft,n+m72 — =
0% 4 Y
ER
Hy wird jeweils abgelehnt wenn p-Wert < «
Die Teststatistik
x—1
g=—F -
0% | oy
Va T
ist leider nur dann t-verteilt mit n + m — 2 Freiheitsgraden, wenn (rf( = cr% (der »t-

Test« den Sie in Statistikprogrammen finden, macht diese Annahme). Fiir grofle Stichproben
(n > 50) kann man aber ausnutzen, dass g asymptotisch normalverteilt ist.
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6.3.2. Paarweise verbundene Stichproben

Wir sind am Mittelwert der Differenz zwischen X; und Y; interessiert, betrachten also auf
der Ebene der Stichprobe A; = X; — Y;. Der Mittelwert ware A=x%x—1.

A ist hier wieder eine iibliche Zufallsvariable mit Mittelwert und Standardabweichung.
Eine typische Nullhypothese wire z.B. Hy : A = 0. Unsere Teststatistik ist dann
A
g=——

OA

~th

Die Standardabweichung 6 berechnen wir wie jede andere Standardabweichung:

G > LA —A)? 1Y (A=A
AT n—1 AT Un n—1

Zuriick zur Motivation: Ultimatum-Verhandlungen Werfen wir zum Abschluss noch
einen Blick auf die Ultimatum-Verhandlungssituation.

t.test (share,mu=1)

One Sample t-test
data: share
t = -10.684, df = 20, p-value = 0.000000001029
alternative hypothesis: true mean is not equal to 1
95 percent confidence interval:

0.6300980 0.7509473

sample estimates:

mean of x
0.6905227

6.4. Literatur
« Doli¢, Statistik mit R, Kapitel 7 - 7.3.
+ Schira, Statistische Methoden der VWL und BWL-Theorie und Praxis, Kapitel 15.

« Verzani, Using R for Introductory Statistics, Chapter 8.2, 8.3.

6.5. Schliisselbegriffe

« t-Verteilung / Normalverteilung

« Zwei-Stichproben Test
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paarweise verbundene / nicht verbundene Stichprobe

parametrischer / nicht-parametrischer Test

normalverteilte Zufallsvariablen — parametrische Tests (exakt)

grof3e Stichprobe/nicht normalverteilte Zufallsvariablen — parametrische Tests (asym-
ptotisch)

— bekannte Varianz — t ist normalverteilt

— unbekannte Varianz — t ist t-verteilt

- paarweise Tests / Tests fiir unverbundende Stichproben

Anhang 6.A Beispiele fiir die Vorlesung

Die Zufallsvariable X hat Mittelwert p und Varianz 25. Sie ziehen eine Stichprobe der
Grofie 100 und stellen fest, dass ZI&? Xi = 500. Was ist die beste erwartungstreue
Schatzung fir p?

Was ist die Standardabweichung Thres Schatzers fiir p?

Gehen Sie nun davon aus, dass die Standardabweichung IThres Schétzers {1 den Wert
1 hat. Nehmen Sie ferner an, dass Sie einen Wert von (1 = 8 erhalten haben. Ihre
Nullhypothese ist o = 4. Was ist der Absolutwert der Teststatistik?

Die Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Mittelwert u und unbekannter Standardab-
weichung. Eine Stichprobe von 16 Beobachtungen ergibt einen Stichprobenmittelwert
von X = 12 und eine Standardabweichung der Stichprobenbeobachtungen von 8. Was
ist die beste erwartungstreue Schatzung fiir p?

Was ist die Standardabweichung Ihres Schétzers fiir p?

Gehen Sie nun davon aus, dass die Standardabweichung Thres Schitzers {1 den Wert
5 hat. Nehmen Sie ferner an, dass Sie einen Wert von [t = 10 erhalten haben. Thre
Nullhypothese ist 1y = 20. Was ist der Absolutwert der Teststatistik?

Wir bleiben bei der oben beschriebenen Situation, gehen aber jetzt davon aus, dass
Ihre Stichprobe 8 Beobachtungen enthalt, und Ihre Teststatistik den Wert —2 hat. Ihre
Nullhypothese ist nach wie vor 1y = 20, die Alternativhypothese ist py # 20. Thr
Signifikanzniveau ist 5%.

1. Wenn die Teststatistik einen Wert zwischen —oco und +1.89 hat, wird Hy nicht
abgelehnt.

2. Zum Testen sollte man die Normalverteilung verwenden.

3. Die Nullhypothese wird abgelehnt.

© Dliver Kirchkamp
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4. Die Alternativhypothese wird abgelehnt.
5. Zum Testen sollte man die t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden verwenden.

6. Wenn die Teststatistik einen Wert zwischen —2.36 und +2.36 hat, wird Hy nicht
abgelehnt.

Welche Wahrscheinlichkeit gibt der p-Wert an?
+ Keine der folgenden Antworten ist richtig.

Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers erster Art.

Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers zweiter Art.

Die Wahrscheinlichkeit die Alternativhypothese abzulehnen, wenn sie falsch ist.

Die Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese abzulehnen, wenn sie falsch ist.

Anhang 6.B Ubungen

Ubung 6.1 Betrachten Sie den Datensatz Wages aus der Bibliothek Ecdat. Testen Sie, ob Miin-
ner im Durchschnitt den gleichen Lohn erhalten wie Frauen.

Ubung 6.2 Betrachten Sie den Datensatz Bwages aus der Bibliothek Ecdat. Vergleichen Sie den
Brutto-Stundenlohn wage fiir Arbeiter mit geringer Ausbildung educ==1 mit dem von Arbeitern
hoher Ausbildung educ==>5. Verdienen Arbeiter mit hoher Ausbildung signifikant mehr?

Wie sieht der Vergleich aus, wenn Sie educ==1 mit educ==2 vergleichen?

Vergleichen Sie nun educ==1 mit educ==2 mit einem einseitigen Test. Welche Hypothese
konnen Sie mit diesem Test ablehnen?

Ubung 6.3 Sie testen eine Abfiillmaschine fiir Joghurt. Fiir eine Stichprobe von 10 Joghurt-
bechern erwarten Sie eine mittlere Fiillmenge von 150 Gramm (H,). Sie nehmen an, dass die
Fiillmenge normalverteilt ist.

1. Nehmen Sie an, die Varianz der Fiillmenge Ihrer Maschine sei langfristig 10. Bestimmen
Sie den Ablehnungsbereich fiir die mittlere Fiillmenge bei einem Signifikanzniveau von
5%.

2. Gehen Sie nun von einer langfristigen Varianz von 9 aus. Wie grof$ muf3 Ihr Stichproben-
umfang mindestens sein, damit der Ablehnungsbereich bei einem Signifikanzniveau von
5% hochstens eine Breite von 0,392 Gramm hat

3. Eine andere Joghurtmaschine befiillt Becher mit im Mittel 50 Gramm Joghurt. Die Stan-
dardabweichung betrdgt 10 Gramm. Sie nehmen eine Stichprobe von 100 Bechern. Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Gesamtmenge Joghurt in diesen 100 Bechern
kleiner als 4800 Gramm ist?
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4. Eine weitere Joghurtmaschine produziert nach Herstellerspezifikation bei 80 Joghurtbe-
chern im Mittel 4 Becher Ausschuss. Sie nehmen eine Stichprobe von 80 Bechern, und fin-
den darunter 6 Becher Ausschuss. Ist die Qualitdt dieser Maschine signifikant verschieden
von der Herstellerspezifikation?

« Schreiben Sie eine Nullhypothese auf und testen Sie bei einem Signifikanzniveau von
5%.

« Falls Sie krumme« Zahlen erhalten, verwenden Sie eine moglichst genaue Abschdt-
zung.

« Gehen Sie davon aus, dass Sie die Binomialverteilung durch eine Normalverteilung
approximieren konnen.

Ubung 6.4 Eine Universitdt vergleicht die durchschnittliche Performance in einem Sprachtest.
Die Stichprobe besteht aus sechs Politologen und sechs Soziologen. Die Punktzahl ergibt sich aus
der folgenden Tabelle:

Fach 1 2 3 4 5 6 ‘ Mittelwert
Politologie | 45 76 50 51 40 57 53.17
Soziologie 59 56 61 66 54 49 57.5
Sie nehmen an, dass die Punkte jeweils normalverteilt sind. Testen Sie, ob die mittlere Punkt-
zahl fiir die beiden Fdcher gleich ist?

Ubung 6.5 Fiir die ndchste PISA-Studie erprobt eine Schule Methoden zur Leistungsverbesse-
rung ihrer Schiiler. Eine davon bezieht sich auf die optimale Raumtemperatur. Der Direktor
wdhlt 10 Schiiler aus und teilt sie in zwei gleichstarke Vergleichsgruppen ein. Die eine Gruppe
bearbeitet eine Stunde lang knifflige Kopfrechenaufgaben in einem Raum mit 19 Grad, die die
andere Gruppe sitzt dazu in einem Raum mit 23 Grad. Hier sind die Ergebnisse (Anzahl richtig
geloster Aufgaben fiir jeden Schiiler):

19-Grad-Gruppe: | 13, 20, 15, 10, 21
23-Grad-Gruppe: | 17, 26, 12, 27, 14

Testen Sie zum Niveau o« = 0,05 ob bei unterschiedlichen Raumtemperaturen wirklich im
Durchschnitt unterschiedlich viele Aufgaben richtig gelost werden.

1. Die Teststatistik ist...

2. Nehmen Sie an, die Teststatistik hdtte den Wert g = 1,9. Kann die Hypothese, dass die
Leistung der Schiiler unabhdngig von der Temperatur ist, verworfen werden?

Verwenden Sie die folgenden Quantile fiir die ndchsten beiden Aufgaben:

© Dliver Kirchkamp
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0.001 0.0025 0.005 0.01  0.025 0.05 0.1

QN(X) -3.090 -2.807 -2.576 -2.326 -1.960 -1.645 -1.282
i(x) -7.173 -5598 -4.604 -3.747 -2.776 -2.132 -1.533
E(x) -5.893 -4.773 -4.032 -3.365 -2.571 -2.015 -1.476
to(x) -3.579 -3.174 -2.861 -2.539 -2.093 -1.729 -1.328
So(x) -3.552  -3.153 -2.845 -2.528 -2.086 -1.725 -1.325
L(x) -3527 -3.135 -2.831 -2.518 -2.080 -1.721 -1.323
Li(x) -3.467 -3.091 -2.797 -2.492 -2.064 -1.711 -1.318

Q§5(X) -3.450 -3.078 -2.787 -2.485 -2.060 -1.708 -1.316
Dabei ist QN das Quantil der Normalverteilung, und Q! das Quantil der t-Verteilung mit
k Freiheitsgraden.

Ubung 6.6 Sie priifen, ob die Gewichtsangaben von 1 kg auf Lebensmittelverpackungen von
Zucker der Wahrheit entsprechen. Dazu kaufen sie in einem Supermarkt 20 Pdckchen Zucker
und fiihren anschliefend in einem Labor die Kontrollen durch. Die Gewichtsmessungen (in g)
ergaben: 987, 1002, 993, 999, 981, 1009, 1013, 995, 1002, 1001, 998, 997, 994, 1005, 1007, 985, 995,
998, 1014, 1003.

Sie nehmen an, dass die Fiillmengen normalverteilt sind und priifen, ob der Mittelwert des
Gewichts der Zuckerpackungen 1 kg entspricht. Das Signifikanzniveau betrigt 5%.

1. Wie lauten die Null- und die Alternativhypothese, die die Verbraucherorganisation auf-
stellen muss?

2. Wie lautet der Wert der Teststatistik?
3. In welchem Bereich wird die Nullhypothese nicht abgelehnt?
4. Wird die Nullhypothese abgelehnt?

Ubung 6.7 Zwei Bauern mochten die Wirksamkeit von Diingemitteln testen. Bauer 1 besitzt 6
Felder und Bauer 2 bewirtschaftet 5 Felder. Es gibt keine systematischen Unterschiede zwischen
den Feldern. Die Bauern haben ihre Ertrige gewogen (in kg):

Bauer 1 (X): 1025, 937, 1011, 980, 1007, 1120 Bauer 2 (Y): 897; 1215; 1106; 1080; 1175

Die Stichproben sind voneinander unabhdngig und Nx(x;400) bzw. Ny(1ty;500) verteilt.
Die Bauern vermuten, dass das Diingemittel, das Bauer 2 verwendet hat, wirksamer ist. Das
Signifikanzniveau betrdgt 10%.

1. Wie lauten die Null- und Alternativhypothese?
2. Welchen Wert hat die Teststatistik ndherungsweise?

3. In welchem Bereich wird Hy nicht abgelehnt?

Ubung 6.9 Der Betreiber einer Milchabfiillanlage will wissen, ob die Abfiillanlage die Sollfiill-
menge von 1000 ml genau einhdlt. Dazu entnimmt er eine Stichprobe von n = 25. Bei dieser
ergibt sich ein Mittelwert X von 998,3 ml und eine Varianz var(x) = 4,2 ml*. Die Fiillmenge
sei normalverteilt und das Signifikanzniveau betrdgt 5%.
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1. Wie grof3 ist die Teststatistik?
2. In welchem Bereich der Teststatistik wird Hy abgelehnt?
3. Wie interpretieren Sie Ihr Ergebnis?

4. Nehmen Sie an, dass X und var(x) bei einer grofSeren Stichprobe sich nicht verdndern. Bei
welchem n wiirde man die Nullhypothese annehmen?

Ubung 6.10 Sie mochten wissen, ob das Ergebnis der Bundestagswahlen Auswirkungen auf ein
durchschnittliches Depot hat. Dazu haben Sie von einer Bank Werte von Kundenportfolios vor-
und nach der Wahl erhalten. Der Wert des jeweiligen Portfolios vor der Wahl ist in der Variable
vor, der zugehorige Wert nach der Wahl in der Variable nach kodiert:

vor <- c(356.63, 45983.89, 7279.29, 93245.76, 2854087.73)
nach <- c(585.45, 45683.76, 5876.44, 89345.57, 2540874.65)

Sie gehen davon aus, dass beide Zufallsvariablen normalverteilt sind.

1. Berechnen Sie den Wert der Teststatistik.

2. Wiirden Sie die These, dass die Wahl auf den durchschnittlichen Depotwert Auswirkungen
hat, bei einem Signifikanzniveau von 5% annehmen?

Ubung 6.11 Zur Finanzierung Ihres Studiums geben Ihnen Ihre Eltern jeweils einen Teil ihres
(schwankenden) Einkommens ab. Sowohl Ihre Ausgaben wihrend des Studiums als auch die
monatliche Unterstiitzung durch die Eltern konnen als unabhdngige normalverteilte Zufallsva-
riablen angesehen werden. Die Varianz der Ausgaben betrdgt 23.000€* und die Varianz der
Einnahmen 9.000€>. Unbekannt ist jeweils der Mittelwert. Folgende Daten stehen ihnen zur
Verfiigung:

. Ausgaben: X = (470,500,720, 600, 550)

. Einnahmen: Y = (580,420, 660,510,610, 340, 520)

1. Mit welchem Test konnen Sie priifen, ob die Ausgaben wihrend des Studiums die Unter-
stiizung der Eltern signifikant iibertreffen?

2. Wie lauten die zugehorigen Hypothesen?
3. Welche Kommandos verwenden Sie in R?

4. Bestimmen sie den Bereich der Teststatistik, in dem die Nullhypothese nicht abgelehnt
wird (bei einem Signifikanzniveau x = 5%).

© Dliver Kirchkamp
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Ubung 6.12 Die Linge von Knipps ist normalverteilt. Ihre Nullhypothese ist, die mittlere Linge
von Knipps sei 100. Ihre Alternativhypothese ist, die mittlere Ldnge von Knipps sei ungleich 100.
In Ihrer Stichprobe der GrofSe n messen Sie einen Mittelwert von X und eine Standardabweichung
von 0. Ihr Signifikanzniveau ist 5%. Sie berechnen eine Teststatistik

x — 100

X

g=vn-

Sei Q! die Quantilsfunktion der t-Verteilung mit n. Freiheitsgraden und QN die Quantilsfunk-
tion der Normalverteilung. Wann lehnen Sie die Nullhypothese ab?

Ubung 6.13 Die Linge von Knorz ist normalverteilt. IThre Nullhypothese ist, die mittlere Linge
von Knorz sei kleiner oder gleich 12. Ihre Alternativhypothese ist, die mittlere Ldnge von Knorz
sei grofler 12. In Ihrer (eher kleinen) Stichprobe der Grofle 1 messen Sie einen Mittelwert von X.
Fiir X schdtzen sie eine Standardabweichung von 0. Sie berechnen eine Teststatistik

C12-x
=

g

Sei Q! die Quantilsfunktion der t-Verteilung mit n. Freiheitsgraden und QN die Quantilsfunk-
tion der Normalverteilung.

1. Ihr Signifikanzniveau ist 10%. Wann lehnen die Nullhypothese ab?
2. Jetzt sei Ihr Signifikanzniveau 1%. Wann lehnen Sie die Nullhypothese ab?

3. IhrSignifikanzniveau ist immer noch 1%, allerding ist Ihre Nullhypothese nun, die mittlere
Linge von Knorz sei gleich 12. Ihre Alternativhypothese ist nun, die mittlere Linge von
Knorz sei ungleich 12. Wann lehnen Sie die Nullhypothese ab?

7. Konfidenzintervalle

7.1. Motivation: Effizienz von Markten

Erster Hauptsatz der Wohlfahrtstheorie:
Jedes Walras-Gleichgewicht ist Pareto-Effizient

P Angebot 1P
........................ ——
N achfrage
Q t
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Die Grafik zeigt Daten eines Experiments von

Vernon Smith, Journal of Political Economy, 1962.

Der Preis, dem im Marktexperiment beobachtet wird, wird immer ein wenig vom Gleich-
gewichtspreis abweichen. Wie kann man beurteilen, wie »genau« der gemessene Preis ist,
und ob z.B. der Gleichgewichtspreis mit dem im Experiment beobachteten Preis vereinbar
ist?

Als Maf fir die Genauigkeit unserer Schatzung berechnen wir ein Konfidenzintervall.

7.2. Schatzung von Konfidenzintervallen bei bekannter Varianz

In Kapitel B haben wir uns mit Schatzern beschéftigt. Wenn wir etwas geschatzt haben, wol-
len wir wissen, wie genau unsere Schitzung eigentlich ist. In Kapitel i haben wir dazu das
“credible interval” eingefithrt. Wir berechnen dieses Intervall mit Hilfe der Stichprobe. Im
Intervall liegt dann mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit, z.B. 95%, der Parameter
der Population. Allerdings brauchen wir Bayesianische Verfahren (d.h. normalerweise einen
Computer), um das “credible interval” berechnen zu konnen.

Was haben Leute vor 1953 gemacht? Kénnen wir die frequentistischen Verfahren aus Kapi-
tel f und Kapitel f verwenden, um etwas ahnliches, wie ein “credible interval” zu berechnen?

Wir wollen wissen, in welchen Bereich um den geschétzten Parameter 0 der wahre Para-

meter O liegen konnte.
Jerzy Neyman (1937): Outline of a Theory of Statistical Estimation Based on the Clas-

sical Theory of Probability. Philosophical Transactions of the Royal Society of London. Series
A.

« Population: X ~ F(x|0)

« Stichprobe: Xj,..., X,

— Aus der Stichprobe schitzen wir den Populationsparameter 0

Nun: Finde ein Intervall [V, V] das den (unbekannten) wahren Parameter 0 zu
einem vorgegebenen Konfidenzniveau P = 1 — « enthiilt.

Erinnerung: Bei Punktschatzungen war der Schatzer 0 eine Zufallsvariable.

Genauso bei Intervallschiatzungen: V(X, ..., X,) und V(Xj,..., X,,) sind Stich-
probenfunktionen, und damit Zufallsvariablen.

Illustration Konfidenzintervall fiir eine Zufallsvariable mit bekannter Verteilung:

Sei X z.B. normalverteilt X ~ N (1, 62). Suche nach einem Intervall, das X mit Wahrschein-
lichkeit z.B. 80% enthilt.

Problem: Es gibt etliche solcher Intervalle:

© Dliver Kirchkamp


http://www.kirchkamp.de/

© Dliver Kirchkamp

BW24.1 — 103

ol

|
o
R

Sei Q() die Quantilsfunktion, dann haben alle Intervalle [Q(x), Q(x + 0.8)] fiir x € [0,0.2]
die gewiinschte »Breite«.
Das Intervall [Q(0.1), Q(0.9)] hat zwei Vorziige:

« Esist symmetrisch (rechts und links fehlt jeweils 0.1)

« es hat die kleinste Breite (Eine kurze Erklirung finden Sie im Anhang [.J zu diesem
Kapitel)

Allgemein werden wir symmetrische Intervalle [Q(a/2), Q(1 — «/2)] betrachten.

X+ 0%
I

Warum interessieren wir uns iiberhaupt fiir Konfidenzintervalle normalverteilter Schitzer?

Erinnerung: Zentraler Grenzwertsatz

X 2
lim 22X (u, 3)
n n

n—oo

« Unsere Schatzer sind (oftmals) auch normalverteilt (oder wenigstens annéhernd nor-
malverteilt) — falls unsere Stichprobe sehr grofl ist.

« Unser Schitzer fiir den Mittelwert ist auflerdem normalverteilt, falls die X; ihrerseits
normalverteilt sind — diese Annahme ist allerdings nicht immer gerechtfertigt.
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Terminologie Allerdings miissen wir aufpassen — zwar kennen wir den Schitzer 0 (oder
(1) und den wahren Wert 0 (oder p) kennen wir nicht. Dennoch ist (in der frequentistischen
Schule) der wahre Wert 0 (oder p) keine Zufallsvariable.

Gedankenexperiment: Wie wire es,
wenn wir das wahre (L kennen wiirden?

e X—u~N (o, %)
X—p
ox/v/n

~N(0,1)

Gedankenexperiment 2: unendlich viele
Stichproben

Jetzt konnte man auf die Idee kommen,
bei bekanntem X den Zusammenhang
links wie folgt zu schreiben:

()
— (frequentistisch) nicht sinnvoll!

Beachte: In der frequentistischen Schule
ist u keine Zufallsvariable, folgt also kei-
ner Verteilung!

« Richtig: Ein 95% Konfidenzintervall fiir px ist das Intervall das, gegeben diese Stich-
probe, in etwa 95% aller wiederholter Stichproben den wahren Wert von pyx enthalt.

« Auch richtig: Ein 95% Konfidenzintervall fiir py ist das Intervall das, gegeben diese
Stichprobe, den wahren Wert i bei einem Konfidenzniveau von 95% enthalt.

« Inder frequentistischen

Der wahre Parameter ist in der frequentistischen Welt keine Zufallsvariable, also kon-
nen wir Uber ihn keine Wahrscheinlichkeitsaussage machen.

Dogmengeschichte: Die Idee des Konfidenzintervalls wurde 1930 von Jerzy Neyman vor-

geschlagen. Die Interpretation ist kompliziert. Das “credible interval” aus der Bayesianischen

Statistik hat eine einfachere Interpretation.

Konfidenzintervalle unterschiedlicher Breite

80% Konfidenzintervall (o« = 20%):

90% Konfidenzintervall (o« = 10%):

© Dliver Kirchkamp
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In der Praxis werden iiblicherweise 95% Konfidenzintervalle verwendet.

Je breiter unsere Konfidenzintervalle, um so haufiger wird der wahre Parameter p in un-
seren Konfidenzintervallen liegen.

Allerdings ist ein »breites« Intervall nicht gerade »genau«.

Wie bestimmen wir ein Konfidenzintervall bei einem Konfidenzniveau P um einen
gegebenen Mittelwert X: (Annahme: Der Mittelwert X ist (anndhernd) normalverteilt,
z.B. weil die Stichprobe sehr grof} ist)

Gegeben ein gewlinschtes Konfidenzniveau P (z.B. 95%), der Stichprobenmittelwert X, und
entweder die Standardabweichung des Stichprobenmittelwerts o3 oder die Standardabwei-
chung einer Stichprobenbeobachtung ox.

Bestimme die Fliche unter dem linken/rechten Rand der Verteilung 5 = 5+

Bestimme das Quantil der Standardnormalverteilung Qn () oder Qn (1 — %)

Falls notig, bestimme oy = 3—’%

« Das Intervall ist
o au(5) 5 an (3]~ [sor- 00 (1) w0 1

Um diese Intervalle auszurechnen, bendtigt man also X, ox, sowie Qn (%) Den Werte von

X konnen wir aus unserer Stichprobe ausrechnen. Uber oy reden wir unten in Abschnitt [7.3.
Fir Qn (%) hat man frither Quantilstabellen benutzt. Hier ist eine solche Tabelle:

)
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Quantile der Normalverteilung:

0.0001  -3.719
0.00025 -3.481
0.0005  -3.291
0.001 -3.090

0.0025  -2.807
0.005 -2.576
0.01 -2.326
0.025 -1.960
0.05 -1.645

in R verwenden wir die Funktion qnorm:
gnorm(.0001)
[1] -3.719016
Linge des Konfidenzintervalls Es wire schon, wenn unser Konfidenzintervall, also der

Bereich, in dem der gesuchte Parameter vermutlich liegt, moglichst klein waren. Welche
Faktoren bestimmen die Lange dieses Intervalls?

e (1-3) - (oo (3)) -

() frnean(3)) -

(D) wan (D) =
2o 0u(3) <20 0u1-5)

Das Intervall wird kleiner, wenn...

© Dliver Kirchkamp
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0y kleiner wird

« n grofler wird (weil oy = %)

o o grofler wird, bzw. P kleiner wird (weil 5 = ]_TP)

7.3. Schatzen von Konfidenzintervallen bei unbekannter Varianz

Bislang haben wir angenommen, dass der Standardfehler oy bekannt ist (oder exakt bestimmt
werden kann). Das ist normalerweise nicht der Fall. Wir kénnen aber dhnlich mit der ge-
schitzten Varianz 6x rechnen:

Fir das Marktexperiment von Vernon Smith stellt sich aber das Problem, dass die Stan-
dardabweichung der Population ox unbekannt ist. Wir kennen nur die Standardabweichung
des Samples. i .

Zur Erinnerung;: Xa;; = Uf;\/”ﬁ ~N(0,1)

Bislang benétigen wir also o oder ox. Wenn wir weder ox noch ox kennen, kénnen wir
statt ox die geschétzte Standardabweichung

.] n
A _ - L —_ 2
Ox =\ | ;_] (xi —X)

verwenden.
bekannte Varianz unbekannte Varianz

(bekannte Standardabweichung) (unbekannte Standardabweichung)

.I n
0x ox = HZ(M_)—()Z

1=

Ox N Ox

Ox =

3

Ox = ﬁ
Falls X normalverteilt ist, dann gilt
Falls n grof ist, dann gilt approximativ
= N

Dabei steht t, ; fir die t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

Wie bestimmen wir ein Konfidenzintervall zu einem gegebenen Konfidenzniveau
P um einen gegebenen Mittelwert X bei geschitzter Varianz 6:
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Bestimme die Fliche unter dem linken/rechten Rand der Verteilung § = FTP

Freiheitsgrade =n — 1

Bestimme das Quantil der t-Verteilung Q; (%‘) oder Qq (1 — %‘)

Bestimme (falls nétig) 05 = %
+ Das Intervall ist

FrocQ(3) o ()] = ke (i-g) e (i-3)]

Fir Qq (%‘) hat man frither Quantilstabellen benutzt. Hier ist eine Ausschnitt einer solchen
Tabelle:

Quantile der t-Verteilung:

0.001 0.0025 0.005 0.01 0.025 0.05

Q(x,1) -318.309 -127.321 -63.657 -31.821 -12.706 -6.314
Q(x,2) -22.327 -14.089 -9.925 -6.965 -4.303 -2.920
Q(x,3) -10.215 -7.453  -5.841  -4.541 -3.182 -2.353
Q(x,5) -5.893 -4.773  -4.032  -3.365 -2.571 -2.015
Q(x,10) -4.144 -3.581 -3.169 -2.764 -2.228 -1.812
Q(x,50) -3.261 -2.937  -2.678 -2.403  -2.009 -1.676

in R verwenden wir die Funktion qt:

qt(.01,5)

[1] -3.36493

7.4. Zusammenhang Signifikanzniveau / Konfidenzintervall

Test bei einem gegebenem Signifikanzniveau «:

© Dliver Kirchkamp
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Bei einem Konfidenzniveau von P = 1 — « ist das Konfidenzintervall

i+%k«Qt(%>§ Lo f§i+in-QtO-—%>
a(d)< ws <oal-9
Q(3)s &% <e(-3)
Q(1-3)=-(3)z % =-e(-3)-2(3)

(3) = Gvm =@ 0-3)

Zweiseitiger Test (Ho : 1 = o, Hy @ 1 # Wo): Seien Q(5) und Q(1 — F) die Quantile der
Normalverteilung, dann wird Hy nicht abgelehnt, wenn

@ (3) =5 vm=e(-3)

Genau dann wenn der hypothetische Wert von 1y nicht innerhalb des Konfidenzintervalls
(mit gegebenem «) liegt, dann verwirft auch der Test H,

Signifikanztest: Teststatistik g = ;—\/”%

zweiseitig (H; : 1 # Wo) einseitig (H; : i > 1p)  einseitig (H; @ 1 < po)

A s A
Q(3) 0Q(1-3%) Q1 ~a) Qla) ©
H, wird abgelehnt, falls g nicht im Annahmebereich liegt.

p-Wert: Teststatistik g = z;\*}o

zweiseitig (H; : 1t # po) einseitig (H; : > o)  einseitig (H; : p < po)

o D /Do N\

—lgl 0

PZZFFMH szwm szm
Hy wird abgelehnt falls p < o

Konfidenzintervall:
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nfidengintervall

fu
A X
) X )
R+ k() K+ %QU-9)

Ho : 1 = pp wird abgelehnt, falls py nicht im Konfidenzintervall liegt.

7.5. Simulation

Wir beginnen mit einer Verteilung, die wir kennen: Hier ziehen wir 6 Beobachtungen von
einer Normalverteilung mit Mittelwert 5:

rnorm(6,mean=5)
[1] 4.439524 4.769823 6.558708 5.070508 5.129288 6.715065
t.test (rnorm(6,mean=5))$conf.int

[1] 3.992026 5.890386
attr(,"conf.level")
[1] 0.95

Das konnen wir auch gleich ein paar Mal machen:

replicate(5,t.test (rnorm(6,mean=5))$conf.int)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
[1,] 3.736746 3.840093 3.594711 5.088928 4.378326
[2,] 6.354507 5.222530 6.003657 6.049363 5.255990

Hier sind die Grenzen fur 100 solcher Konfidenzintervalle:

|
5.0 =
0
O o o
.8 8, &
. 45 — OéD% o L
S o4 @ O
& 0 o & oo o
& % O e} O
2 40 — 00 8 @ o 8@ o ©O —
£ ol 93 ©0go o, N
5 O oo 00 4 ©0o
35 — © o© o P@ -
ol 0
o) B ) o o
o
30 - o) L
[ [ [ [
5.0 55 6.0 6.5 7.0

Obergrenze
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Wir sehen, in 96 Féllen enthalt das Intervall wirklich die 5, in 4 Féllen klappt es aber nicht,
das Konfidenzintervall enthalt nicht den wahren Wert.

7.6. Literatur

« Doli¢, Statistik mit R, Kapitel 6.2.2.
« Hartung, Statistik, Kapitel III.2., IV.1.3.
« Schira, Statistische Methoden der VWL und BWL-Theorie und Praxis, Kapitel 14.

« Verzani, Using R for Introductory Statistics, Chapter 7.

7.7. Schliisselbegriffe

« Konfidenzniveau
« Konfidenzintervall
« Quantile

« t-Verteilung

« normalverteilte Zufallsvariablen — parametrische Tests (exakt)

« grof3e Stichprobe/nicht normalverteilte Zufallsvariablen — parametrische Tests (asym-
ptotisch)

— bekannte Varianz — (X — u)/0y ist normalverteilt

— unbekannte Varianz — (X — )/ éx ist t-verteilt

Anhang 7.A Beispiele fiir die Vorlesung

In Threr Stichprobe mit 4 Beobachtungen einer normalverteilten Zufallsvariablen mit unbe-
kannter Varianz ermitteln Sie einen Mittelwert von 10 und eine Varianz von 100. Ihr Konfi-
denzniveau ist 95%. Wie bestimmen Sie die Breite des Konfidenzintervalls fiir den Mittelwert?

+ Keine der folgenden Antworten ist richtig.

qt(10,4)*0.95

gnorm(10) *5

qt(.95,3)*10

gnorm(.95) *10


http://www.kirchkamp.de/

112 — [ 15 November 2025 18:22:55 (2c16c7a) ]

In Threr Stichprobe mit 25 Beobachtungen einer normalverteilten Zufallsvariablen mit be-
kannter Varianz 25 bestimmen Sie einen Mittelwert von 10. Ihr Konfidenzniveau ist 95%. Wie
bestimmen Sie die Untergrenze des Konfidenzintervalls fiir den Mittelwert?

« Keine der folgenden Antworten ist richtig.
« 10 + gqnorm(0.05)

« 10 + 5 * gnorm(0.05)

« 10 + 5 * gnorm(0.025)

« 10 - gnorm(0.975)

Anhang 7.B  Ubungen
Ubung 7.1 Eine Stichprobe ergibt X ={1,2,3}.

« Nehmen Sie an, X sei normalverteilt und verwenden Sie die t-Verteilung um ein 95% Kon-
fidenzintervall fiir den Mittelwert zu bestimmen.

« Bestimmen Sie ein 99% Konfidenzintervall.
« Bestimmen Sie ein 95% credible interval.

« Bestimmen Sie ein 99% credible interval.

t.test kann einen t-Test durchfiihren (dazu kommen wir spiter), berechnet aber auch Konfidenzintervalle.
Ubung 7.2 Betrachten Sie den Datensatz Participation aus der Bibliothek Ecdat.

« Verwenden Sie die t-Verteilung, um ein Konfidenzintervall fiir den Mittelwert der durch-
schnittlichen Logarithmus des Nichtarbeitseinkommens Inlinc zu ermitteln.

o Ist diese Verteilungsannahme sinnvoll?

« Bestimmen Sie ein credible interval.

Der t-Test nimmt an, dass unsere Variable X normalverteilt ist. Wie konnen wir diese
Annahme iiberpriifen? Ein Q-Q Plot (siche Abschnitt [A.6.4) erlaubt uns die Verteilung einer
Stichprobe mit einer theoretischen Verteilung (hier der Normalverteilung) zu vergleichen.
An der horizontalen Achse sehen wir die theoretischen Quantile, auf der vertikalen Achse
die Quantile des Samples. Wenn die Stichproblenverteilung nur eine lineare Transformation
der Standardnormalverteilung ist, dann liegen im Idealfall alle Punkte auf einer Geraden.

qgnorm(lnnlinc)
gqline(lnnlinc)

© Dliver Kirchkamp
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Normal Q-Q Plot

12

11

10

Sample Quantiles

-3 -2 -1 0 1 2 3

Theoretical Quantiles

Wir sehen, von einer Normalverteilung ist unsere Stichprobe noch weit entfernt. Die An-
nahmen des t-Tests sind also nicht erfillt.

Viel besser sieht es aber fiir die Mittelwerte aus. Hier ist der Plot fiir 1000 Mittelwerte von
Stichproben aus dieser Verteilung:

xx<-replicate(1000,mean(sample(lnnlinc,100)))

qgnorm (xx)
qqline (xx)
Normal Q-Q Plot
- ©)
n
=~
» =)
% Aanl
E
g —
&l
2 8
aQ, > _|
E =
o8
wn
n
s \ T T T T

Theoretical Quantiles

Ubung 7.3 Betrachten Sie den Datensatz Participation aus der Bibliothek Ecdat.

« Verwenden Sie die t-Verteilung, um ein Konfidenzintervall fiir den Mittelwert der durch-
schnittlichen Beteiligung am Arbeitsmarkt 1fp zu ermitteln.
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o Ist diese Verteilungsannahme sinnvoll?
« Bestimmen Sie ein credible interval.
Hier ist wieder der Plot fir Mittelwerte:

xx<-replicate(1000,mean(sample(1fp,100)=="yes"))
qgnorm(xx)
qqline(xx)

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
0.45
\

0.35
|

Theoretical Quantiles

Ubung 7.4 Betrachten Sie den Datensatz Buages aus der Bibliothek Ecdat.

Verwenden Sie die t-Verteilung, um ein Konfidenzintervall fiir den Mittelwert des Brutto-
Stundenlohns wage zu ermitteln.

Bestimmen Sie ein credible interval.

Ermitteln Sie nun ein Konfidenzintervall fiir Arbeiter mit geringer Ausbildung educ==
und mit hoher Ausbildung educ==5.

Vergleichen Sie die Verteilung der Lohne auch graphisch.

Hier ist wieder der Plot fur Mittelwerte:

xx<-replicate(1000,mean (sample(wage,1000)))
qgnorm(xx)
gqline (xx)

© Dliver Kirchkamp
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Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

-3 -2 -1 0 1 2 3

Theoretical Quantiles

plot (ecdf (wage [educ==5]) ,do.points=FALSE,verticals=TRUE,xlab="Lohn" ,main="")
plot (ecdf (wage [educ==1]) ,do.points=FALSE,verticals=TRUE, lty="'dashed',add=TRUE)
legend("bottomright",c("lange Ausbildung","kurze Ausbildung"),lty=c(1,3))
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Lohn

Ubung 7.5 Eine Maschine wickelt Klopapier auf Rollen, auf denen es verkauft wird. Die Linge
des Papiers, das auf eine Rolle gewickelt wird ist mit Mittlewert | und Varianz 0,36 m* normal-
verteilt. Sie stellen fest, dass die Maschine auf die letzten 25 Rollen insgesamt 995 m Klopapier
aufgewickelt hat.

1. Wie lautet die beste erwartungstreue Schdatzung fiir den Erwartungswert | der Normal-
verteilung?
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2. Bestimmen Sie das 99%-Konfidenzintervall fiir pL.

3. Wieviele Rollen miissten wir abwickeln und exakt nachmessen, um ein 99%-Konfidenzintervall
fiir w aufstellen zu konnen, das nicht breiter als 0,1 m ist?

Ubung 7.6 Eine Meinungsumfrage wird jedes Jahr zum gleichen Thema durchgefiihrt. In den
vergangenen Jahren antworteten immer 50 - 70% der Befragten mit Ja, der Rest mit Nein.

1. Zur Vorbereitung der diesjahrigen Umfrage soll zundchst gekldrt werden, wie viele Per-
sonen mindestens befragt werden miissen, wenn das Konfidenzintervall fiir die mittlere
Zustimmungsquote auf einem Konfidenzniveau von 99% basieren soll und nicht breiter
sein soll als £2%. Gehen Sie davon aus, dass wir die Verteilung der empirischen mittleren
Zustimmungsquote durch die Normalverteilung approximieren konnen. Wieviele Teilneh-
mer braucht man im ungiinstigsten Fall?

2. Von den Befragten haben leider nur 1300 eine Angabe gemacht. 923 antworteten mit Ja,
377 mit Nein. Bestimmen Sie daraus das 99% Konfidenzintervall fiir den Anteil der Zu-
stimmung.

3. Wie dndert sich das Ergebnis wenn man als Konfidenzniveau statt 99% nun 95% annimmt?

Ubung 7.7 Fiir eine Druckerpatrone sollen Aussagen iiber den Erwartungswert und die Stan-
dardabweichung der damit bedruckbaren Bldtter (in FliefStext) getroffen werden.

Bei einer Stichprobe mit 36 solcher Patronen ergab sich, dass durchschnittlich 175 Bldtter mit
einer Patrone bedruckt werden konnten, wobei die Standardabweichung 17 Bldtter und somit die
Varianz 289 betrug. Man geht davon aus, dass die Druckkapazitdt einer Patrone normalverteilt
ist.

1. Welches Konfidenzintervall gilt fiir den Erwartungswert?

2. Ihr Chef findet, die Konfidenzintervalle seien zu grof3. Was konnen Sie tun, um kleinere
Intervalle zu erhalten?

Ubung 7.8 Die Lebensdauer von Batterien ist normalverteilt. Die Standardabweichung der Le-
bensdauer einer Batterie betrdgt 30 Stunden. 100 der Produktion zufdllig entnommenen Batterien
haben eine Gesamtlebensdauer von 6935,75 Stunden.

1. Was ist das 90% Konfidenzintervall fiir den Mittelwert der Lebensdauer. Verwenden Sie
dabei die folgenden Quantile:

0.001 0.0025  0.005 0.01 0.025 0.05 0.1

(x) -3.090 -2807 -2576 -2.326 -1.960 -1.645 -1.282
(x) -3579 -3.174 -2.861 -2.539 -2.093 -1.729 -1.328
Yo(x) -3552 -3.153 -2.845 -2.528 -2.086 -1.725 -1.325
(x) -3527 -3.135 -2.831 -2.518 -2.080 -1.721 -1.323
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2. Wie grof$ muss die Stichprobe gewdhlt werden, damit die Linge des Konfidenzintervalls
hochstens 5 (Stunden) betrdgt?

3. Nun ermitteln Sie auch die Standardabweichung der Lebensdauer aus einer Stichprobe
vom Umfang 20: (60.5, 80, 71, 73.7, 65, 68, 64.4, 62.9, 74, 78, 72.9, 74, 67.5, 72.8, 61.9, 71, 58,
61, 72.8, 73). Bestimmen Sie das 90% Konfidenzintervall.

Ubung 7.9 Die Fiillmenge einer Packung Milch sei normalverteilt. In einer Milchabfiillanlage
will man herausfinden, wieviel Milch in einer Packung enthalten ist. Dazu wird eine Stich-

probe vom Umfang n = 10 entnommen. Dabei ergaben sich die folgenden Werte (in ml):
(999, 1000, 997, 1005, 1001, 1000, 998, 299, 1000, 1000)

1. Bestimmen Sie mit R ein 99%-Konfidenzintervall fiir die durchschnittliche Fiillmenge.

2. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
a) Zu 99% liegt der wahre Wert im gefundenen Interval.

b) Wenn man dieses Verfahren immer wieder anwendet, wird man in 99% aller Fille
ein Intervall erhalten, das den wahren Wert enthilt.

¢) Das Intervall betragt [995,6204; 1004, 3796].
d) Die Linge des 95%-Konfidenzintervalls ist grofer.
e) Die Linge des 95%-Konfidenzintervalls ist kleiner.

Ubung 7.10 Unsere Stichprobe von 87 Beobachtungen ergibt einen Mittelwert von 150. Wir
wissen, dass der berechnete Mittelwert eine Standardabweichung von 10 hat. Was ist ein 99%
Konfidenzintervall fiir den Mittelwert? Was ist ein 95% Konfidenzintervall fiir den Mittelwert?

Ubung 7.11 Unsere Stichprobe von 100 Beobachtungen ergibt einen Mittelwert von 200. Wir
wissen, dass jede Beobachtung eine Standardabweichung von 10 hat. Was ist ein 99% Konfidenz-
intervall fiir den Mittelwert? Was ist ein 95% Konfidenzintervall fiir den Mittelwert?

Ubung 7.12 Die durchschnittliche Fiillmenge eines Sacks Kartoffeln ist 50 kg, die Standard-
abweichung ist 2 kg. Nehmen Sie an, dass die Fiillmenge normalverteilt ist. Sie kaufen 4 Sack
Kartoffeln und bestimmen die durchschnittliche Fiillmenge X dieser 4 Siicke. Schreiben Sie jeweils
ein R Kommando auf, das die Antworten auf die folgenden Fragen berechnet.

1. Wie wahrscheinlich ist es, dass X > 50 kg?
2. Wie wahrscheinlich ist es, dass X > 52 kg?

3. Bestimmen Sie das Gewicht x*, so dass in 99% aller Fille der Wert X iiber diesem Gewicht
liegt.

Ubung 7.13 Ihre Firma stellt Antriebsketten her. Die Linge der einzelnen Kettenglieder ist un-
abhdngig voneinander normalverteilt. Die mittlere Linge eines Kettengliedes ist 10. Ingesamt
haben 95% aller Kettenglieder eine Linge zwischen 9 und 11. Jede Kette ist so lang wie die Sum-
me der einzelnen Glieder. Sie interessieren sich fiir Ketten, die aus 100 Kettengliedern bestehen.
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1. Wie wahrscheinlich ist es, dass eine solche Kette eine Gesamtlinge von iiber 1000 hat
(verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdruck, um die Ldange zu bestimmen)?

2. Wie wahrscheinlich ist es, dass eine solche Kette eine Gesamtldnge zwischen 900 und 1100
hat (verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdruck, um die Linge zu bestimmen)?

3. Wie wahrscheinlich ist es, dass eine solche Kette eine Gesamtlinge zwischen 990 und 1010
hat (verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdruck, um die Linge zu bestimmen)?

4. Wie wahrscheinlich ist es, dass eine solche Kette eine Gesamtlinge zwischen 999 und 1001
hat (verwenden Sie, falls notwendig, einen R-Ausdruck, um die Linge zu bestimmen)?

Ubung 7.14 Sie kaufen eine neue Maschine. Der Hersteller gibt an, dass man die Maschine im
Mittel 10000 Stunden lang nutzen kann, bevor sie verschlissen ist. Die tatsdchliche Nutzungsdau-
er der bisher verkauften Maschinen weicht durchschnittlich um 400 Stunden von diesem Wert
ab. Sie nehmen an, dass die Nutzungsdauer der Maschine eine normalverteilte Zufallsgrofie X
ist.

1. Welche Varianz legen Sie zu Grunde?

2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit konnen Sie eine Maschine ldnger als 11000 Stunden nut-
zen?

3. Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt die Nutzungsdauer einer Maschine zwischen 9900
und 11000 Stunden?

4. Wieviele Maschinen miissten Sie mindestens kaufen um mit 99-prozentiger Sicherheit eine
zu haben, die man mindestens 10000 Stunden lang nutzen kann?

Ubung 7.15 Ein selbsternannter Borsenguru beobachtet die Entwicklungen der Aktienkurse

(A, B und C) dreier Firmen. Als ihn eine Borsenzeitschrift um eine Kursprognose fiir Ende des

Jahres bittet, gibt er an, dass A seiner Einschdtzung nach bei iiber 35 Euro, B bei iiber 90 Euro

und C unter 40 Euro notieren wird. Am Ende des Jahres greift die Zeitschrift eines der Papie-

re zufdllig (alle mit der gleichen Wahrscheinlichkeit) heraus und iiberpriift dafiir seine Pro-

gnose. Die neuen Werte der Aktienkurse A, B und C sind tatsdchlich folgendermaflen verteilt:
A ~ N(40,225) B ~ N(100,324) C ~ N(50,100)

1. Wie hoch ist die Chance, dass er den Test besteht (also fiir das zufillig ausgewdhlte Papier
die richtige Prognose abgegeben hat)?

2. Gesetzt den Fall, man verrdt dem Guru, nachdem er seine Schdtzung fiir C abgegeben hat,
den wahren Mittelwert (50) von C. Wird er dann hoffen, dass die Aktie sich volatil (hohe
Varianz) oder weniger volatil (niedrige Varianz) entwickelt?

Ubung 7.16 Bauer Niedermayer hdlt 100 Milchkiihe. Im vergangenen Jahr gab jede im Durch-
schnitt jeweils 10 000 | Milch bei einer Standardabweichung von 100 L.

Innerhalb welcher Grenzen kann im ndchsten Jahr die Milchleistung jeder Kuh bei gleichen
Futter- und Lebensbedingungen wie im Vorjahr erwartetet werden (Konfidenzniveau von 95%)?
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Ubung 7.17 Sie messen die Spannungsfestigkeit von 100 Kondensatoren und betrachten den
folgenden QQ-Plot:

Normal Q-Q Plot
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Theoretical Quantiles

1. Gehen Sie davon aus, dass die Spannungsfestigkeit normalverteilt ist?

2. Gehen Sie im Folgenden von der Annahme der Normalverteilung der Spannungsfestig-
keit der einzelnen Kondensatoren aus. Welche Verteilung nutzen Sie zum Schdtzen des
Konfidenzintervalls fiir die mittlere Spannungsfestigkeit?

Ubung 7.18 Zur Messung der Geschwindigkeit von Kraftfahrzeugen verwenden Sie ein Radar-
gerdt. Die Standardabweichung der Messung Ihres Gerdts betrdgt 3 km/h. Sie gehen davon aus,
dass der Fehler der Anzeige normalverteilt ist. Bei 36 Messungen stellen Sie fest, dass bei einer
tatsdchlichen Geschwindigkeit von 30 km/h im Mittel 33 km/h angezeigt wird.

1. Wie berechnet sich das 95%-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert?

2. In Teilaufgabe ] haben Sie angenommen, dass die Standardabweichung bekannt ist. Wel-
ches 95%-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert erhalten Sie, wenn Sie mit der em-
pirischen Standardabweichung ¢, = 3 rechnen?

3. Es gelten weiterhin die Bedingungen von Teilaufgabe[d, d.h. Sie kennen nur die empirische
Standardabweichung. Welches 95%-Konfidenzintervall gilt fiir die Standardabweichung?

4. Sie finden, dass Ihre Konfidenzintervalle zu grof$ sind. Wie konnen Sie kleinere Konfidenz-
intervalle erhalten?

Ubung 7.19 In einer Miihle wird Getreide gemahlen und das Mehl in Tiiten verpackt. Das Ge-
wicht einer Tiite Mehl kann dabei als normalverteilt angenommen werden. Die Varianz des Ge-
wichts ist aus langjihriger Erfahrung bekannt und betragt 2500 Gramm?. Eine einfache Stich-
probe vom Umfang n = 25 ergibt ein Gesamtgewicht von 26 000 Gramm.
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1. Wie grof ist das 95%-Konfidenzintervall fiir den Mittelwert des Gewichts der Mehltiiten?

2. Die Linge des Konfidenzintervalls soll nun durch eine grofSere Stichprobe verkleinert wer-
den. Wie ist n zu wdhlen, damit das Konfidenzintervall maximal eine Ldnge von 100
hat?

Ubung 7.20 Sie wollen mit einem Normal Q-Q Plot iiberpriifen, ob eine Variable normalverteilt
ist. Letzteres ist der Fall, wenn...

« alle Punkte im Plot etwa auf einer horizontalen Linie liegen

fast alle Punkte im Plot innerhalb einer Ellipse um den Mittelwert liegen

alle Punkte im Plot etwa auf einer Linie liegen

alle Punkte im Plot etwa auf einer Linie mit Steigung von ca. 1.96 liegen

« alle Punkte im Plot gleichmdf3ig um eine Horizontale streuen

Ubung 7.21 Die Linge von Knorz ist normalverteilt mit Varianz 100 und unbekanntem Mit-
telwert. Eine Stichprobe von 100 Stiick Knorz ergibt eine mittlere Ldinge von 200. Wie bestimmen
Sie die Untergrenze des 95% Konfidenzintervalls fiir den Mittelwert?

Ubung 7.22 Die Linge von Knipps ist normalverteilt mit Standardabweichung 100 und unbe-
kanntem Mittelwert. Eine Stichprobe von 25 Stiick Knipps ergibt eine mittlere Ldange von 2000.

1. Bestimmen Sie die Obergrenze des 99% Konfidenzintervalls fiir den Mittelwert.

2. Wie bestimmen Sie die Untergrenze des 90% Konfidenzintervalls fiir den Mittelwert?

Anhang 7.C  Warum ist das Konfidenzintervall symmetrisch um
den Mittelwert?

Oben haben wir behauptet, das symmetrische Intervall, z.B., [Q(0.1), Q(0.9)] sei das kleinste
aller moglichen Konfidenzintervalle die 0.8 der Verteilung enthalten.

Um diesen Sachverhalt zu demonstrieren, betrachten wir wieder den Datensatz der Grofe
von Vitern und Sohnen. Hier schauen wir uns nur die Sohne an. Da viele von uns eher in
Zentimetern rechnen, wandeln wir Zoll in Zentimeter um:

data(father.son,package="UsingR")
attach(father.son)
scm = sheight * 2.54
Ein Intervall in dem 80% der Beobachtungen liegen, wire folgendes:

c(quantile(scm,0),quantile(scm,0.8))

0% 80%
148.6080 180.4227

© Dliver Kirchkamp


http://www.kirchkamp.de/

© Dliver Kirchkamp

BWw24.1 — 121

Die Breite dieses Intervalls wire 31.81.

Ein anderes Intervall in dem ebenfalls 80% der Beobachtungen liegen ware

c(quantile(scm, .2) ,quantile(scm,1))

20% 100%
168.8288 199.0466

Die Breite dieses Intervalls wire 30.22.

Wir konnten aber auch ein symmetrisches Intervall nehmen:

c(quantile(scm,.1) ,quantile(scm,.9))

10% 90%
165.6965 183.5202

Die Breite dieses Intervalls ware 17.82. Das ist erheblich weniger als die Breite der asym-
metrischen Intervalle.

Die folgende Graphik veranschaulicht, wie die Intervallgrenzen von den der Untergrenze
bzw. Obergrenze des Quantils abhingen:

plot(function(x) quantile(scm,x),0,.2,ylim=range(scm),ylab="GroBe",
xlab="Quantil der unteren Intervallgrenze")

plot (function(x) quantile(scm,x+.8),0,.2,add=TRUE)

abline(v=.1,lty="dashed")

lower <- seq(0,.2,.05)

upper <- lower + .8

axis(side=3,at=lower,labels=upper)

text(.1,max(scm) ,pos=1,"Quantil der oberen Intervallgrenze")
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Wir sehen, dass das fiir diese (empirische) Verteilung ein Intervall das 80% der Beobach-
tungen enthalt besonders schmal ist, wenn es »in der Mitte«, von 10% bis 90% gebildet wird.

Obige Uberlegung bezieht sich allerdings nicht auf den Schitzer.

Wenn wir Konfidenzintervalle schitzen, werden wir oft annehmen, dass unser Schitzer 0
einer bekannten Verteilung folgt, z.B. der Normalverteilung.

Wenn wir fiir die Normalerverteilung verschiedene Intervalle bilden, die z.B. alle 80% der
Verteilung enthalten, dann ist dieses Intervall bei einem symmetrischen Interval besonders
schmal, d.h. wenn die Untergrenze gerade 10% und die Obergrenze gerade 90% ist.

Satz: Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable, dann ist das kleinste Intervall das X mit

einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit 1 — o enthélt [Q (£),Q (1—9)]

Wir betrachten nochmals verschiedene Konfidenzintervalle, diesmal aber nicht fiir die em-
pirische Verteilung aus dem Beispiel sondern fiir die vorgegebene Verteilung, die Normalver-
teilung:

plot( function(x) {gnorm(x)},0,.2,ylim=c(-3,3),ylab="Intervallgrenzen",
xlab="Quantil der Untergrenze")

plot( function(x) {gqnorm(x+.8)},0,.2,ylim=c(-3,3),add=TRUE)

axis(side=3,at=lower,labels=upper)

text(.1,3,pos=1,"Quantil der oberen Intervallgrenze")
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Anhang 7.D Konfidenzintervalle binomialverteilter

Zufallsvariablen

zur Erinnerung: Mittelwert normalverteilter Zufallsvariablen:

Gedankenexperiment: Wie wére es, wenn
wir das wahre u kennen wiirden?

f(X)

= i+
I I

Gedankenexperiment 2: unendlich viele
Stichproben

f(w)

Wir konnten ausnutzen, dass die Normalverteilung symmetrisch ist. Wir sind davon aus-

gegangen, dass die Standardabweichung sich nicht mit dem Mittelwert dndert.
Es gibt jedoch Zufallsvariablen, die nicht normalverteilt sind, z.B. binomialverteilte Zu-

fallsvariablen.

x=0:7
y=dbinom(x,size=7,prob=.1)
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plot(x,y)
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Nehmen wir an, im obigen Beispiel hatten wir 0 Erfolge beobachtet, die a priori Erfolgs-
wahrscheinlichkeit wire aber unbekannt.

plot(function(p) dbinom(0,size=7,prob=p) ,0,1,ylab="Dichte")
abline(v=0/7)
abline (h=0)

1.0

Dichte
0.6 0.8

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

binom.confint berechnet Konfidenzintervalle fiir eine binomialverteilte Zufallsvariable und verwendet dazu

unterschiedliche Methoden.

library(binom)
binom.confint(0,7,conf.level=.95,method="exact")

method x n mean lower upper
1 exact 07 0 0 0.4096164
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Ubung 7.23 Betrachten Sie wieder den Datensatz Participation aus der Bibliothek Ecdat.
Verwenden Sie nun die Binomialverteilung, um ein Konfidenzintervall fiir den Mittelwert der
durchschnittlichen Beteiligung am Arbeitsmarkt 1 fp zu ermitteln. Vergleichen Sie das Ergebnis
mit dem Resultat der t Verteilung.

data(Participation,package="Ecdat")
attach(Participation)
(n <- length(1lfp))

[1] 872

(k <~ sum(1fp=="yes"))

[1] 401
binom.confint(k,n,conf.level=.95,method="exact")

method x n mean lower upper
1 exact 401 872 0.4598624 0.4263934 0.4936035

t.test(lfp=="yes")

One Sample t-test

data: 1lfp == "yes"
t = 27.231, df = 871, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.4267181 0.4930067
sample estimates:
mean of x
0.4598624

plot(function(p) dbinom(k,size=n,prob=p) ,0.4,0.52,xlab='$p$"')
z<-binom.confint (sum(lfp=="yes"),length(1lfp),conf.level=.95,method="exact")
abline(v=z[c("lower","upper")],lty=2)

zt<-t.test (lfp=="yes")

abline(v=zt$conf.int,lty=3)

legend("bottom",c("binomial","t-test"),lty=c(2,3))
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function(p) dbinom(k, size = n, prob
0.010
\

Anhang 7.E Konfidenzintervall fiir die Varianz
« Population: X ~ N(u, 0?)
« Stichprobe: Xj,..., X,

Aus der Stichprobe schitzen wir den Populationsparameter 62

Nun: Finde ein Intervall [V, V] das den (unbekannten) wahren Parameter o2 zu

einem vorgegebenen Konfidenzniveau 1 — « enthalt.

Erinnerung: Bei Punktschitzungen war der Schitzer 0 eine Zufallsvariable.

Genauso bei Intervallschatzungen: V(Xy, ..., X,) und V(X;, ..., X,) sind Stich-
probenfunktionen, und damit Zufallsvariablen.

iXi~N(n~u,n~02)

i=1
X—p
(@)

o n

~N(O,1)

i=1

2

Zur Erinnerung: Die Summe von n quadrierten unabhingigen standardnormalverteilten Zu-
fallsvariablen ist y-verteilt mit n Freiheitsgraden.

Wir erzeugen zunéchst einige Summen von quadrierten normalverteilten Zufallsvariablen.
Deren Verteilung stellt das linke Bild dar. Das rechte Bild zeigt die x* Verteilung fiir unter-
schiedliche Freiheitsgrade.
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x <- sapply(1:2000,function(x) sum(rnorm(4)~2))

Histogram of x X

0.15
|
0.20
|

0.15
|

Density
Dichte
0.10
\

0.00
[

0.00
|

Betrachte nun die Verteilung der Varianz:

. 1 ¢ )
Ui—ﬁ;(xi—x)

(n—U-fri:i(Xi—fc)z

i=1

~ n -\ 2
(Tl, —1 ) : (7%( Z Xi —X 2
_ = ~ X .
0_2 . o n—1
i=1
Wir nutzen diesen Zusammenhang, um genauso wie bei der Normalverteilung auch aus den

Quantilswerten der x?-Verteilung fiir 3 und 1 — 3 die Grenzen des Konfidenzintervalls zu
bestimmen.

. x _ x
definiere = Qg , (3)  ¥=Qq.,(1-3)
o2

=X
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Ubung 7.24 Geben Sie ein 95% Konfidenzintervall fiir die Standardabweichung der GrifSe der
Sohne aus dem Datensatz father. son an.

Wir schitzen zunachst die Varianz der Grofie:

## data(father.son,package="UsingR")
## attach(father.son)
(varest = var(sheight))

[1] 7.922545

Die Anzahl der Freiheitsgrade ist
(n=length(sheight)-1)
[1] 1077

Also ergeben sich die Quantile der x? Verteilung zu

qchisq(c(.975,.025) ,df=n)

[1] 1169.8435 987.9446
Mithin ergibt sich das Konfindenzintervall zu
sqrt(n * varest / qchisq(c(.975,.025),df=n))

[1] 2.700700 2.938826

Ubung 7.25 In einem Unternehmen sei die Anzahl der Krankschreibungen X pro Monat unab-
hdngig normalverteilt. Folgende Realisationen von X liegen vor: (12,17,35,19,41,22,27,9,38,11).
Bestimmen Sie das 90%-Konfidenzintervall fiir die Standardabweichung.

## Warning in library(package, lib.loc = lib.loc, character.only
= TRUE, : there is no package called 'binom'

## Warning in library(package, lib.loc = lib.loc, character.only
= TRUE, : there is no package called 'Sleuth2'’

## Warning in library(package, lib.loc = lib.loc, character.only
= TRUE, : there is no package called 'UsingR'

## Warning in library(package, lib.loc = lib.loc, character.only
= TRUE, : there is no package called 'calibrate'

## Warning in library(package, lib.loc = lib.loc, character.only
= TRUE, : there is no package called 'relaimpo'

TRUE, logical.

TRUE, logical.

TRUE, logical.

TRUE, logical.

TRUE, logical.
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8. Nichtparametrische Tests

8.1. Motivation: Okomische Erwartungen und Guessing Games

In vielen 6konomischen Situationen ist es fiir die Entscheider wichtig, Erwartungen iiber
andere Entscheider zu bilden. Sie wollen ein Wertpapier nur dann kaufen, wenn Sie damit
rechnen, dass es auch von anderen Leuten gekauft wird, und dann im Preis steigt. Sie wollen
verkaufen, bevor alle anderen verkaufen. Diese Situation bildet Rosemarie Nagel in einem
einfachen Experiment ab:

Jede Versuchsperson wihlt eine Zahl zwischen 0 und 100.

Wir sammeln alle Zahlen, bilden den Mittelwert.

Derjenige, der am nichsten an % des Mittelwertes ist, gewinnt einen Preis.

Anwendung: z.B. Finanzmarkte, Wahrungsspekulationen,...

Frage: Nahern sich die Versuchspersonen bei Wiederholung des Spiels der

Gleichgewichtslosung?

E

o

= Q

?5 10 — = ?g |

g »

Ay

. M il I
T T T T T
20 40 60
20 40 60
7ahl 1. Runde

Rosemarie Nagel, American Economic Review, 1995.

wilcox.test(rundel,runde2,paired=TRUE)
Wilcoxon signed rank test with continuity correction
data: rundel and runde2
V = 1016.5, p-value = 0.0000002019
alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0
8.2. Wilcoxon signed rank Test fiir paarweise Stichproben
« kleine Stichprobe (1 ist klein) + Mittelwert folgt nicht unbedingt ei-
ner bekannten Verteilung (z.B. Nor-

« Zufallsvariable folgt nicht unbedingt ei-
ner bekannten Verteilung (Normalver-
teilung?) — kein t-Test moglich.

malverteilung)
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Statt dessen: Wilcoxon signed rank test.

grofie Stichprobe oder normalverteilt ‘ sonst
t-Test fiir unverbundene Stichproben | Mann-Whitney U-Test
t-Test fir verbundene Stichproben Wilcoxon signed rank test.

Wenn »vorher« und »nachher« gleich verteilt waren, sollten wir erwarten, dass gleich
viele Beobachtungen oberhalb und unterhalb der 45°-Linie liegen. Es fallt auf, dass fast alle
Beobachtungen unter der 45°-Linie liegen, Zahlen in der 1. Runde also grofler sind als in der
2. Runde. Wir haben nun zwei Moglichkeiten:

« Wir betrachten einfach das Verhiltnis der Beobachtungen oberhalb zu unterhalb der
45°-Linie — Binomialtest. (Weil dieser Test nicht ausnutzt, wie weit die Beobachtungen
von der 45°-Line entfernt liegen, hat dieser Test auch weniger Power.)

« Wir nutzen auflerdem aus, wie weit die Beobachtungen von der 45°-Linie weg sind —
Wilcoxon signed rank test.

Binomialtest Wenn wir davon ausgehen, dass »vorher« und »nachher« gleich verteilt
sind, dann sollte etwa die Hélfte der »vorher«-Beobachtungen gréf3er und die andere Hilfte
kleiner als die »nachher«-Beobachtungen sein. Der Anteil der grofieren »vorher« Beobach-
tungen sollte also binomialverteilt mit Parameter p = 1/2 sein.

diff <- rundel - runde2
table(diff > 0)

FALSE TRUE
3 43

Nur mit den Vorzeichen der Differenzen konnen wir einen Binomialtest machen. Das heif3t,
wir rechnen aus, wie wahrscheinlich (gegeben p = 1/2) es ist, eine Stichprobe zu beobach-
ten, die zu unserer Hypothese (p = 1/2) mindestens so advers ist, wie die Stichprobe, die
uns vorliegt.

Der Binomialtest hat aber nur wenig Power — wir erhalten haufiger ein insignifikantes

Ergebnis, obwohl der Unterschied zwischen beiden Stichproben mit einem starkeren Test
signifikant ist — in diesem Beispiel klappt es aber:

2xpbinom(3,p=.5,size=46)

[1] 4.621938e-10
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Vielleicht etwas komfortabler geht es auch so:

table(sign(rundel - runde2))

-1 1
3 43

binom.test(table(sign(rundel - runde2)),p=.5)

Exact binomial test

data: table(sign(rundel - runde2))

40

number of successes = 3, number of trials = 46, p-value = 4.622e-10
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alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:
0.01365677 0.17896439
sample estimates:
probability of success
0.06521739

In beiden Fillen erhalten wir den gleichen p-Wert (4.622 x 1071°),

Rangsummentest
Der Rangsummentest beriicksichtigt nicht nur die Vorzeichen, sondern auch die Rénge der
Abstéande von der 45°-Linie:

2. Runde

1. Runde

sum(rank(abs(diff)) * sign(diff))

[1] 952
Hier werden groflere Abweichungen von der 45°-Line auch stiarker gewichtet. Der Test

nutzt die in der Stichprobe vorhandene Information besser aus als der Binomialtest.
Hier sind die Abstdnde, getrennt fiir positive und negative Differenzen

=)
=z
=
o0
wv
0 20 40 60
abs(diff)

Hier sind die Riange
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Es gibt sehr viele (gleichwertige) Moglichkeiten, aus den Réngen mit Vorzeichen eine Sta-
tistik zu berechnen. R verwendet nur die positiven Werte:

V<-sum(rank(abs(diff)) [diff>0])
[1] 1016.5

Die Summe der positiven Range V hat (unter der Nullhypothese) eine bekannte Verteilung.
Diese Verteilung kann durch die Normalverteilung approximiert werden:

vV — n(n+1)
- ~N (Oa 1 )
n(n+1)(2n+1)
24

(n ist die Anzahl der Paare.)
wilcox.test fuhrt Wilcoxon Rangsummentests und Mann-Whitney U Tests durch.

wilcox.test(rundel,runde2,paired=TRUE,alternative="greater")

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: rundel and runde2
V = 1016.5, p-value = 0.0000001009
alternative hypothesis: true location shift is greater than O

Wenn wir zusitzlich annehmen kénnten, dass die Stichprobe aus einer normalverteilten
Population gezogen wurde, dann konnten wir auch einen t-Test machen:

t.test(rundel,runde2,paired=TRUE,alternative="greater")

Paired t-test

data: rundel and runde2
t = 5.7298, df = 45, p-value = 0.0000003925
alternative hypothesis: true mean difference is greater than 0
95 percent confidence interval:

9.05135 Inf

sample estimates:
mean difference

12.80435
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Da beide Tests von unterschiedlichen Annahmen ausgehen, erhalten wir auch unterschied-
liche p-Werte: 0.0000001 mit dem Wilcoxon Test und 0.0000004 mit dem t-Test. Welches die-
ser Ergebnisse wir bevorzugen, hiangt von den Annahmen ab, die wir machen wollen.

8.3. Mann-Whitney U Test fiir unverbundene Stichproben

Ubung 8.1 Wir betrachen wieder die Daten aus dem Guessing Game nehmen aber jetzt an, dass
es sich um zwei verschiedene Gruppen von Versuchspersonen handelt. (Wir vergessen sozusagen,
welche »rundel« Beobachtung zu welcher »runde2« Beobachtugen gehort.)

| | |

rundel — OO O o O O O O OGO O O —
runde2 — [€38838C0NCONNCSONCSSONCESONNNG) @] —
I I I I
0 20 40 60
Zahl

Wir verwenden den gleichen Trick wie bei verbundenen Stichproben: Range:

| | | | |

rundel — (@] 0O O O OO0 O O 00O O O OO O0O®WOOOO —
runde2 — @ o O O O O O O O O OO aMOOO O OO0 O —
T T T T T
0 20 40 60 80

rank(Zahl)

Wir vergleichen nun nicht den Mittelwert der Beobachtungen (wie beim t-Test) sondern
den Mittelwert der Range. So kann eine seltsame Verteilung nicht stéren.
Wir vergleichen zwei Stichproben:

e Xiyeeoy Xom
« Yi,...,Yn

Auch hier gibt verschiedene Moglichkeiten, eine normalverteilte Teststatistik zu konstruie-
ren, z.B. folgende:

W ist die Summe der Range nur einer der beiden Stichproben, z.B. (Xj, ..., X}y).

Unsere Teststatistik ist dann

W—in-(m+n+1)

~N(0,1)
Tm-n-(m+n+1)
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wilcox.test(rundel,runde2,alternative="greater")

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: rundel and runde2
W = 1679.5, p-value = 0.0000006048
alternative hypothesis: true location shift is greater than O

Wenn wir zusétzlich annehmen konnten, dass die Stichprobe aus einer normalverteilten
Population gezogen wurde, dann kénnten wir auch einen t-Test machen:

t.test(rundel,runde2,alternative="greater")

Welch Two Sample t-test

data: rundel and runde2
t = 4.8071, df = 70.908, p-value = 0.000004157
alternative hypothesis: true difference in means is greater than 0O
95 percent confidence interval:
8.36502 Inf
sample estimates:
mean of x mean of y
23.78261 10.97826

Auch hier erhalten wir wieder, da beide Tests von unterschiedlichen Annahmen ausgehen,
unterschiedliche p-Werte: 0.0000006 mit dem Mann-Whitney U Test und 0.0000042 mit dem
t-Test. Wieder hiangt es von den Annahmen ab, die wir machen wollen, welchen Test wir
vorziehen.

8.4. Motivation: Speed dating und mate copying

In den Wirtschaftswissenschaften haben wir es oft mit Suchentscheidungen im weitesten
Sinne zu tun. Arbeiter suchen eine Beschaftigung, Firmen suchen Arbeiter, Konsumenten
suchen Produkte.

Es ist schwierig, diese Enscheidungen im Labor so zu untersuchen, dass Versuchspersonen
auch hohe Anreize haben, gut zu suchen. Eine Situation, fiir die Anreize vermutlich hoch
sind, ist mate search, also die Suche nach Partnern fiir eine romantische Beziehung. Hier
gehen wir davon aus, dass Versuchspersonen motiviert und bei der Sache sind.

Eine Hypothese fiir alle Suchsituationen ist, dass Entscheider die Suchstrategien anderer
Entscheider kopieren. Wir nennen dieses Verhalten “mate copying”.

In der Biologie wird mate-copying z.B. bei Fischen beobachtet: Einige weibliche Fische
sparen sich die Miihe, einen begehrenswerten mannlichen Fisch selbst auszuwahlen, und
interessieren sich statt dessen fiir mannliche Fische, die bereits das Interesse anderer weibli-
cher Fische finden (Dugatkin. Sexual selection and imitation: females copy the mate choice
of others. Am. Nat. 1992;139:1384-1389.)
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Mate copying findet sich aber auch bei Menschen. Arbeiter wihlen die Firma, die auch
bei anderen Arbeitern beliebt ist, Firmen stellen Arbeiter ein, die auch bei anderen Firmen
erfolgreich sind, Konsumenten wahlen Produkte, die auch anderen Konsumenten gefallen,
und Manner und Frauen lassen sich bei der Partnerwahl davon leiten, ob andere Manner
oder Frauen einen Zielpartner attraktiv finden. Bei der Partnerwahl nennt man dieses Ver-
halten mate copying. Ein effizientes Verfahren um mate copying zu beobachten ist speed dating
(Todd, Penke, Fasolo, Lenton. Proc. Natl Acad. Sci., 2007).

Experiment 1:

X XD

Der weiblich Fisch hat kein Interesse, wenn sich kein anderer weibliche Fisch fir den
mannlichen Fisch interessiert
Experiment 2:

X
< X

Eigentlich interessieren wir uns fiir 6konomische Suchentscheidungen, z.B. auf dem Ar-
beitsmarkt.

Speed-Dating ist ein Beispiel fiir Suchentscheidungen.
Im ersten Schritt des Experiments werden Versuchspersonen beim Speed-Daten gefilmt:

« ca. 20 Ménner und 20 Frauen zahlen je ca. 30$ und treffen sich in einem Raum.

« Frauen sitzen jeweils an einem Tisch, Manner rotieren in jeder Runde einen Tisch
weiter.

 Jedes »Date« dauert 5 Minuten.

Beide markieren auf einer Karte, ob sie die andere Person wieder treffen mochten.

Place, S.S., Todd, P.M., Penke, L., Asendorpf, J.B. (2009). The ability to judge the romantic
interest of others. Psychological Science, 20(1), 22-26.
Im zweiten Schritt des Experiment sehen andere Versuchspersonen Bilder aus dem ersten

Experiment:

1. Speed Dating in Berlin
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2. Experiment in Bloomington

a) Versuchspersonen bewerten ein Bild der Zielperson, auch beziiglich Interesse als
kurzfristiger oder langfristiger Partner.

b) Versuchspersonen sehen Speed-Dating Interaktion und bewerten die Interaktion.

c) Versuchspersonen bewerten ein Bild der Zielperson erneut.

Die folgende Tabelle zeigt, auf welche Weise sich das eigene Interesse an der Zielperson
verdndert und wie diese Anderung vom beobachteten Interesse abhingt.

eigenes Interesse ist...
weniger unverandert mehr

kein Interesse beobachtet 11 12 17
Interesse beobachtet 5 7 28
matechoice
weniger unveréandert mehr
kein Interesse beobachtet 11 12 17
Interesse beobachtet 5 7 28

Hier ist ein Test auf Unabhéngigkeit dieser Haufigkeiten:

chisq.test(matechoice)

Pearson's Chi-squared test

data: matechoice
X-squared = 6.2547, df = 2, p-value = 0.04383

Oben haben wir uns in Abschnitt B.4 und [B.3 gefragt, wie man zwei Gruppen, etwa »run-
del« und »runde2«, miteinander vergleichen kann. Der x? Test misst Unterschiede zwischen
mehr als zwei Gruppen. Allerdings berticksichtigt er nur Informationen iiber Haufgkeiten.

8.5. X* Anpassungstest — Vergleich von Hiaufigkeiten mit einer
theoretischen Verteilung

Voraussetzung: Es liegen Hdufigkeiten fiir Merkmale in einer Dimension vor.

Merkmale H aj ‘ ar ‘ ‘ ay H
theoretisch || P(a;) | P(az) | -+ | Plax) || >_Pla;) =1
beobachtet || X(a;) | X(az) | -+ | X(ax) || >_X(a)) =n

e Qai,...,ax Merkmale
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« P(ay),...,P(ay) nullhypothetische Wahrscheinlichkeiten der Merkmale mit Z]f:] P(a;)

1
« X(ay),...,X(ayx) empirische Haufigkeiten der Merkmale mit Z]f:] X(a;) =n

Ho : die Stichprobe ist entsprechend P() verteilt.

H; : die Stichprobe ist nicht entsprechend P() verteilt.

Man kann zeigen, dass

k
Z (X(ai) —n P(ax))z ~x2
- n-P(ai) !
z <]
X

Beispiel: Wir vermuten, dass die Gruppe der Personen die »kein Interesse beobachtet«

haben, einfach mit gleicher Wahrscheinlichkeit (also %, %, %) eine Kategorie gewahlt haben.

matechoice["kein Interesse beobachtet",]

weniger unveréndert mehr
11 12 17

chisq.test( matechoice["kein Interesse beobachtet",] , p=c(1/3, 1/3, 1/3))

Chi-squared test for given probabilities

data: matechoice["kein Interesse beobachtet", ]
X-squared = 1.55, df = 2, p-value = 0.4607

o Dliver Kirchkamp
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8.6. Abhingigkeit von zwei Merkmalen — x* Kontingenztest

Abhangigkeit von zwei Merkmalen — Idee Wenn zwei Zufallsvariablen X und Y un-
abhdngig sind, dann gilt

Beispiel:

PX=xundY =y) =P(X=x):-P(Y=1y)

X:X1 X:XZ
Y=y, 15 35 | 50
Y=y,| 15 35 | 50
30 70 100

In unserem Beispiel war die Randverteilung bekannt. Normalerweise ist das nicht der Fall,

wir nehmen dann die empirische Randverteilung.

empirische Haufigkeiten:

empirische Randverteilung:

Haufigkeiten bei Unabhangkeit:

XZX] X:XZ
Y=vy,| 20 30
1
X:X1 X:X2
Y=y 50
Y=y, 50
30 70 100
1
X:X1 X:XZ
Y=y;| 15 35
Y=y,| 15 35

Abhingigkeit von zwei Merkmalen — x? Kontingenztest Allgemein betrachten wir

folgende Situation:

unverandert mehr

weniger
kein Interesse beobachtet 11 12 17
Interesse beobachtet 5 7 28
| b by [ b |
3
Qi X1 X12 X1k Zj:1 X1j
13
a; X21 X22 X2k Zj:1 X2
k.
an Xni Xn2 Xnk Z]’:] an

pa

n
i—1 Xil

X

| I

k
PRI
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k
DX D g Xy
k
> i Zj:1 Xij

nun definiere ej; =

die »erwartete Haufigkeit« falls beide Merkmale nichts miteinander zu tun haben.

dann ist (jedenfalls falls n 4+ k > 4)

2
(Xij - eij) N

eij

k
2
Xmn=1)-(k=1)

i=1 j=1

Hier sind die Zwischenergebnisse fiir unser Beispiel:

weniger unverdndert mehr
kein Interesse beobachtet 11 12 17
Interesse beobachtet 5 7 28
weniger unverandert mehr Summe
kein Interesse beobachtet 11 12 17 40
Interesse beobachtet 5 7 28 40
Summe 16 19 45 80
e:
weniger unverandert mehr
kein Interesse beobachtet 8.00 9.50 22.50
Interesse beobachtet 8.00 9.50 22.50
X—e
weniger unverdndert mehr
kein Interesse beobachtet 3.00 2.50 -5.50
Interesse beobachtet -3.00 -2.50  5.50
(x —e)?
weniger unverandert mehr
kein Interesse beobachtet 9.00 6.25 30.25
Interesse beobachtet 9.00 6.25 30.25
(x—e)?.
e
weniger unverdndert mehr
kein Interesse beobachtet 1.12 0.66 1.34
Interesse beobachtet 1.12 0.66 1.34

Wenn man diese Zahlen aufsummiert, erhalt man die XZ-Teststatistik.

chisqg.test(matechoice)

Pearson's Chi-squared test

data: matechoice
X-squared = 6.2547, df = 2, p-value = 0.04383
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« Doli¢, Statistik mit R, Kapitel 7.3.2.
« Hartung, Statistik, Kapitel IV.5.4.3.m VII.2.2.2.

« Schira, Statistische Methoden der VWL und BWL-Theorie und Praxis, Kapitel 16.2,
16.3.

« Verzani, Using R for Introductory Statistics, Chapter 8.4.2, 9.1.
8.8. Schliisselbegriffe

» parametrischer / nicht-parametrischer Test
« Wilcoxon Test (fiir paarweise Stichproben)
« Mann-Whitney U Test (fiir unverbundene Stichproben)

« X* Kontingenztest

« normalverteilte Zufallsvariablen — parametrische Tests (exakt)
« grof3e Stichprobe/nicht normalverteilte Zufallsvariablen — parametrische Tests (asym-
ptotisch)
— bekannte Varianz — t ist normalverteilt

— unbekannte Varianz — t ist t-verteilt

- paarweise Tests / Tests fiir unverbundende Stichproben

+ kleine Stichprobe/nicht normalverteilte Zufallsvariablen — nichtparametrische Tests

- paarweise Tests / unverbundende Stichproben / Kontingenztests

Anhang 8.A Beispiele fiir die Vorlesung

t.test(x1,x2,paired=TRUE)

Paired t-test

data: x1 and x2
t = -5.7127, df = 9, p-value = 0.0002896
alternative hypothesis: true mean difference is not equal to O
95 percent confidence interval:
-7.853645 -3.398087
sample estimates:
mean difference
-5.625866
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+ Es wurde ein paarweiser Test durchgefiihrt.
« Die Mittelwerte von x1 und x2 sind nicht signifikant voneinander verschieden.

« Die Hypothese, die Differenz zwischen x1 und x2 sei im Erwartungswert —7, kann
nicht verworfen werden.

« Die Hypothese, die Differenz zwischen x1 und x2 sei im Erwartungswert —7, wird
abgelehnt.

« Bei einer kleinen Stichprobe setzt dieser Test nicht voraus, dass x1 und x2 einer Nor-
malverteilung folgen.

wilcox.test (x1,x2,paired=TRUE)

Wilcoxon signed rank exact test
data: x1 and x2

V =1, p-value = 0.003906
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

+ Es wurde ein zweiseitiger Test durchgefiihrt.

Die Hypothese, x1 und x2 folgen der gleichen Verteilung, wird nicht abgelehnt.

« Die Hypothese, die Differenz zwischen x1 und x2 sei 1, kann verworfen werden.

Der Test setzt nicht voraus, dass x1 und x2 einer Normalverteilung folgen.

Der Test kann auch bei einer kleinen Anzahl an Beobachtungen angewendet werden.

set.seed(124)

N<-10
x1<-rnorm(N,5,3)
x2<-x1-rnorm(N,5,3)

t.test(x1,x2,paired=TRUE)

Paired t-test

data: x1 and x2
t = 4.9339, df = 9, p-value = 0.000809
alternative hypothesis: true mean difference is not equal to O
95 percent confidence interval:
2.395042 6.450793
sample estimates:
mean difference
4.422917
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Die Mittelwerte von x1 und x2 sind signifikant voneinander verschieden.

Die Hypothese, die Differenz zwischen x1 und x2 sei im Erwartungswert 8, kann ver-
worfen werden.

Die Hypothese, x1 sei im Erwartungswert um 8 Einheiten grofler als x2, wird nicht
abgelehnt.

Bei einer kleinen Stichprobe setzt dieser Test voraus, dass x1 und x2 einer Normalver-
teilung folgen.

Es wurde ein paarweiser Test durchgefiihrt.

wilcox.test(x1,x2,paired=TRUE)

Wilcoxon signed rank exact test

data:

x1 and x2

V = 55, p-value = 0.001953
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Es wurde ein einseitiger Test durchgefiihrt.
Die Hypothese, x1 und x2 folgen der gleichen Verteilung, wird abgelehnt.

Die Hypothese, die Differenz zwischen x1 und x2 sei im Mittel 1, kann verworfen
werden.

Der Test setzt voraus, dass x1 und x2 einer Normalverteilung folgen.

Bei einer kleinen Anzahl an Beobachtungen sollte man besser einen t-Test durchfiih-
ren.

Anhang 8.B Ubungen

Ubung 8.2 Betrachten Sie den Datensatz HairEyeColor. Testen Sie die Hypothese, dass alle
vier Augenfarben gleichwahrscheinlich sind.

apply wendet eine Funktion entlang einer Dimension eines Arrays an. chisq.test fiihrt einen x? Anpas-

sungstest durch.

colors <- apply(HairEyeColor,2,sum)
chisq.test(colors)

Chi-squared test for given probabilities

data:

colors

X-squared = 133.47, df = 3, p-value < 2.2e-16
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chisq.test(colors,p=c(1,1,1,1)/4)

Chi-squared test for given probabilities

data: colors
X-squared = 133.47, df = 3, p-value < 2.2e-16

Ubung 8.3 Betrachten Sie wieder den Datensatz HairEyeColor. Testen Sie die Hypothese,
dass die Augenfarbe unabhdngig von der Haarfarbe ist.

tabelle <- apply(HairEyeColor,c(1,2),sum)
chisq.test(tabelle)
Pearson's Chi-squared test

data: tabelle
X-squared = 138.29, df = 9, p-value < 2.2e-16

Ein Mosaicplot ist gut geeignet, Haufigkeitstabellen darzustellen:
mosaicplot(tabelle)

tabelle
Black Brown Red Blond

Brown

Eye

Blue

|
[

Hair

Ubung 8.4 Betrachten Sie wieder den Datensatz sleep und priifen Sie, ob die beiden Schlaf-
mittel die gleiche Wirksamkeit haben.

Ubung 8.5 Betrachten Sie wieder den Datensatz Wages aus der Bibliothek Ecdat. Testen Sie
jetzt mit einem Wilcoxon Rangsummentest, ob Mdnner im Durchschnitt den gleichen Lohn er-
halten wie Frauen.
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Ubung 8.6 Verwenden Sie wieder den Datensatz UCBAdmissions und testen Sie, ob Mdnner
und Frauen mit gleicher Wahrscheinlichkeit zum Studium an der UCB zugelassen werden.

Es sieht also so aus, als ware die Chancen von Frauen schlechter, als die von Mannern.
Betrachten wir nochmals die Annahmequote, diesmal getrennt nach Departments:

par (mar=c(4,4,1,0))
mosaicplot (aperm(UCBAdmissions,c(3,1,2)),dir=c("h","h","v"),las=1,main="",col=gray(c(.7,1)))

Male Female
Ads
A
Rej| | D
5 Adf | L]
Rej ] O
Adf | l l
-
é? CRq
Adf | l ]
D_ .
|| |
Adf ] [ ]
Fref | |
Adrtes
F Rej
Gender

Da die gewihlten Studienfacher von Frauen und Mannern sehr unterschiedlich sind, soll-
ten wir vielleicht besser den Test getrennt fiir jedes Department durchfiihren.

apply(UCBAdmissions,3,chisq.test)

Wenn wir uns den Output dieser Xz Tests ansehen, stelle wir fest: Es gibt nur ein De-
partment mit einem signifikanten Unterschied. In diesem Department sind die Chancen der
Frauen allerdings signifikant besser.

Die oben befiirchtete Ungleichbehandlung liegt nur an der unterschiedlichen Verteilung
von Frauen und Miannern auf verschiedene Studienfiacher. Frauen wahlen eher Facher, bei
denen die Chancen zugelassen zu werden kleiner sind.

UCBAdmissions[,,"A"]

Gender
Admit Male Female
Admitted 512 89

Rejected 313 19
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Ubung 8.7 Sie vergleichen zwei Diingemittel fiir Salatkopfe: X und Y. In Threr Entwicklungsab-
teilung sind jeweils 30 Salatkéopfe mit X und 30 Salatképfe mit Y behandelt worden. Das Gewicht
der Salatkopfe hat Ihr Assistent bereits in den Variablen = und y eingetragen. Ihr Assistent hat
ferner zwei Tests mit R durchgefiihrt und prdsentiert Ihnen den folgenden Output:

Test 1: Test 2:

> t.test(x,y)
Welch Two Sample t-test

> t.test(x,y,paired=TRUE)

data: xpgrilﬁeg t-test data: x and y
t = -2.0558, df = 29, p-value = 0.0489 t = -2.0203, df = 31.547, p-value = 0.05191

alternative hypothesis: true difference in | @lternative hypothesis: true difference in
means is not equal to 0 means is not equal to 0

95 t fid int 1: 95 percent confidence interval:
2D 0579384 ~0.05680469 “0) 1818418 0.09703665
sample estimates: ;ggglgfeitégggegf
f the diff
fean of the CII39TE4557 23.28710 34.3294

1. Welche Annahmen werden von beiden obigen Tests vorausgesetzt?

2. Nehmen Sie an, dass diese Annahmen erfullt sind. Welcher der beiden Tests ist in
diesem Fall angemessen? Warum?

3. Thre Nullhypothese ist, dass die beiden Diingemittel das Gewicht nicht in unterschied-
licher Weise beeinflussen. Ihr Signifikanzniveau ist 5%. Kénnen Sie mit dem Test, den
Sie in Teilaufgabe (b) ausgew#hlt haben, Thre Nullhypothese ablehnen? Warum?

4. Thr Assistent prasentiert nun zwei weitere Tests. Sind diese Tests grundsétzlich besser
oder weniger gut geeignet als Test 1 oder 2 aus dieser Aufgabe, um Ihre Hypothese zu

tiberpriifen?
Test 3: Test 4:
> wilcox.test(x,y) > wilcox.test(x,y,paired=TRUE)
Wilcoxon rank sum test Wilcoxon signed rank test
data: x ancci data: x and
W = 220, p-value = 0.0005109 V =111, p-value = 0.01130
alternative hypothesis: true location shift | alternative hypothesis: true location shift
is not equal to 0 is not equal to 0

5. Welcher der beiden Tests ist hier angemessen?

6. Ihre Nullhypothese ist, dass die beiden Diingemittel das Gewicht nicht in unterschied-
licher Weise beeinflussen. Ihr Signifikanzniveau ist 5%. Kénnen Sie mit dem Test, den
Sie in Teilaufgabe (f) ausgewdhlt haben, Ihre Nullhypothese ablehnen? Warum?

Ubung 8.8 Wir fragen uns, ob Gummibdrchen verschiedener Farben in einer Tiite gleichverteilt
sind. Dazu wurde der Inhalt einer Tiite ausgezdhlt. Die Tiite enthielt 150 Gummibdrchen, davon
waren 30 weif3, 20 gelb, 40 rot, 30 griin und 30 orange.

1. Wie sieht die (theoretische) Verteilung aus, wenn die Birchen verschiedener Farben tat-
sdchlich gleichverteilt sind?
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2. Wie lauten die richtigen Hypothesen fiir das Testproblem?

3. Die Testfunktion ergibt fiir die oben beschriebene Tiite...

4. Nehmen Sie an, Sie hdtten oben eine Teststatistik g = 10 erhalten. Kann damit die Hypo-
these, die Gummibdrchen seien gleichverteilt, abgelehnt werden?

Ubung 8.9 An einer Klausur nahmen 300 Studenten teil. Dabei gab es die folgende Notenver-

teilung:

Note

1

Anzahl Studenten

39

51| 73

66

71

Wir wollen testen, ob die Noten gleichverteilt sind.

1. Welche theoretischen Wahrscheinlichkeiten miissen wir fiir die einzelnen Noten anneh-

men?

2. Wie testen wir zu einem Signifikanzniveau von 5%, ob die Noten gleichverteilt sind?

3. Eine andere Klausur fiihrt zu folgender Verteilung:

Note 1

2

3| 4

5

Anzahl Studenten | 44

57

68 | 65

66

Wir fiihren erneut einen Test zur Gleichverteilung der Noten durch. Das Signifikanzniveau
ist 5%. Sind die Noten gleichverteilt?

Ubung 8.10 Eine Umfrage zu den Essgewohnheiten von 1000 zufillig Befragten ergab folgen-

des Ergebnis:
Regelmdfigkeit der Mahlzeiten
leicht stark
Gewicht regelmdfig unregel- unregel- >
mdjlig mdfig
Normalgewicht 350 150 100 600
Uber- und 100 50 250 400
Untergewicht
> 450 200 350 1000

Es soll zum Signifikanzniveau o« = 10% getestet werden, ob eine Abhdngigkeit zwischen dem
Gewicht der Testpersonen und der Regelmdfligkeit der Mahlzeiten vorliegt.

1. Welche Hypothesen miissen Sie aufstellen?

2. Wie lautet der Wert der Teststatistik?

3. Kann die Nullhypothese angenommen werden?
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Ubung 8.11 Es gibt Menschen, die unter Schlafstérungen, d.h. Abweichungen vom gesunden
Schlafverhalten, leiden. Eine Form der Schlafstorung ist das vorzeitige Erwachen, ohne danach
wieder einschlafen zu konnen. Sie arbeiten in einem Schlaflabor und erheben fiir 16 Patienten
die Schlafdauer vor (x) und nach (y) der Einnahme eines Medikaments. Ihr Assistent hat zwei
Tests in R durchgefiihrt und prdsentiert ihnen folgende Ergebnisse:

e t.test(x, y, paired = TRUE)

Paired t-test

data: x and y
t = -4.3188, df = 15, p-value = 0.0006084
alternative hypothesis: true mean difference is not equal to O
95 percent confidence interval:
-3.351107 -1.136393
sample estimates:
mean difference
-2.24375

e t.test(x,y)

Welch Two Sample t-test

data: x and y
t = -4.3764, df = 24.221, p-value = 0.0001993
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
-3.301381 -1.186119
sample estimates:
mean of x mean of y
3.53125  5.77500

1. Welche Annahmen werden von beiden obigen Tests vorausgesetzt?

2. Nehmen Sie an, diese Annahmen sind erfiillt. Welcher der beiden Test ist in diesem Fall
angemessen?

3. Ihre Nullhpothese ist, dass das Medikament keinen Einfluss auf die Schlafdauer Ihrer Pa-
tienten hat. Ihr Signifikanzniveau ist 5%. Welche Antwort ist korrekt?

wilcox.test(x,y,paired=TRUE)

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: x and y
V = 8, p-value = 0.002079
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O
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wilcox.test(x,y)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: x and y
W = 39, p-value = 0.000845
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Ubung 8.12 Knorz kann auf zwei verschiedene Arten hergestellt werden. Sie haben an 9 Tagen
den Output des ersten Verfahrens gemessen. Das Ergebnis (die 9 Zahlen) schreiben Sie in die
Variable . Sie haben an 11 weiteren Tagen des Output des zweiten Verfahrens gemessen. Das
Ergebnis (die 11 Zahlen) schreiben Sie in die Variable y. Nun fiihren Sie einen Mann-Whitney
U Test durch. Ihr Signifikanzniveau ist 10%. Sie erhalten folgendes Ergebnis:

Wilcoxon rank sum test

data: x and y

W = 13, p-value = 0.9734

alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Was ist Thre Schlussfolgerung?

« Die Verfahren fithren zu einem signifikant verschiedenen Output.
+ Bei einer so kleinen Stichprobe sollte man besser einen t-Test durchfiihren.

+ Die gemessenen Unterschiede sind klein und deuten nicht auf einen signifikanten Un-
terschied hin.

« Mit den Thnen vorliegenden Daten sollte man besser einen paarweisen Test durchfiih-
ren.

+ Bei einem kleineren Signifikanzniveau wiirde man einen signifikanten Unterschied

finden.

Ubung 8.13 Sie beobachten, dass von 40 Mdnnern 8 Produkt A kaufen, weitere 8 kaufen Pro-
dukt B, und 24 kaufen Produkt C. Von 60 Frauen kaufen 12 Produkt A, 12 kaufen Produkt B, und
36 kaufen Produkt C. Ihre Nullhypothese Hy ist, dass Prdferenzen fiir A, B, und C unabhdngig
vom Geschlecht sind.

1. Wie grof ist Ihre Teststatistik?

2. Nehmen Sie an, Sie hitten in der obigen Aufgabe eine Teststatistik von 10 berechnet.
Wie berechnen Sie den p-Wert fiir Ihren Test?

Ubung 8.14 Um den Beratungserfolg zu messen, vergleich eine Unternehmensberatung bei 12
Unternehmen den Gewinn jeweils im Jahr vor und nach der Umstrukturierung der von ihr bera-
tenen Unternehmen. Der Gewinn nach der Beratung steht in der Variablen . Der Gewinn vor der
Beratung steht in y. Nun filhren Sie einen einseitigen Wilcoxon Test durch. Ihr Signifikanzniveau
« ist 1%. Sie erhalten folgendes Ergebnis:
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Wilcoxon signed rank test

data: x and y

V =72, p-value = 0.003418

alternative hypothesis: true location shift is greater than O

Was ist Thre Schlussfolgerung?

« Die Gewinne nach Beratung sind signifikant grof3er.
« Bei einer so kleinen Stichprobe ist es besser, einen zweiseitigen Test durchzufiithren.

« Die gemessenen Unterschiede sind klein und deuten nicht auf einen signifikanten Un-
terschied hin.

« Wenn die Alternativhypothese ist, der Gewinn sei nach der Beratung grofler als vorher,
ist es besser, einen zweiseitigen Test durchzufiithren.

« Bei einem grofieren Signifikanzniveau (x wird also grofier, das muss nicht besser sein!)
wiirde man keinen signifikanten Unterschied mehr finden.

Anhang 8.C Fisher’s exakter Test

Die oben angegebene Formel

2
(Xij - eij) 2
E ——— ~ Xn-1)(k=1)
— < €ij

i=1 j=1

ist nur fiir grofe n hinreichend genau. Bei kleinen n ist der x? Test ungenau und man ver-

wendet deshalb Fisher’s exakten Test.

Es heifst, Fisher sei durch das folgende Problem inspiriert worden: Eine englische Dame
(Muriel Bristol) behauptet, sie konne schmecken, ob in ihrem Tee die Milch vor oder nach
dem Tee eingegossen wurde. Ihr wird 4 mal Tee angeboten, in den Milch zuerst eingegossen
wurde, weitere 4 mal erhélt sie Tee in den Milch zuletzt eingegossen wurde. In jeweils 3
Féllen liegt sie richtig:

Tea <- cbind(c(3,1),c(1,3))
fisher.test(Tea)

Fisher's Exact Test for Count Data

data: Tea
p-value = 0.4857
alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.2117329 621.9337505
sample estimates:
odds ratio
6.408309
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chisq.test(Tea)

Pearson's Chi-squared test with Yates' continuity correction

data: Tea
X-squared = 0.5, df = 1, p-value = 0.4795

Wir sehen, die berechneten p-Werte weichen etwas voneinander ab. Fisher’s exakter Test
kann sogar ein bisschen mehr: Er unterscheidet zwischen einer positiven und einer negativen
Korrelation (die Dame konnte ja auch systematisch falsch liegen).

fisher.test(Tea,alternative="greater")

Fisher's Exact Test for Count Data

data: Tea
p-value = 0.2429
alternative hypothesis: true odds ratio is greater than 1
95 percent confidence interval:
0.3135693 Inf
sample estimates:
odds ratio
6.408309

9. Lineare Regression — Einfiihrung

9.1. Motivation

Praxis Erstpreisauktionen sind Auktionen mit versiegelten Geboten in denen der Bieter
mit dem hochsten Gebot die Auktion gewinnt und sein eigenes Gebot zahlt (weil der hoch-
ste Preis in einer sortierten Liste der Preise der »erste« ist, nennt man diese Auktion auch
»Erstpreisauktion«).

Es ist moglich, fiir das Bietverhalten in Erstpreisauktionen eine Gleichgewichtsbietfunk-
tion abzuleiten. Die folgende Grafik zeigt das Bietverhalten im Experiment.
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bid

value

Cox, J. C., V. L. Smith, and J. M. Walker, Journal of Risk and Uncertainty, 1988. Kirchkamp,
Reif3, Economic Journal, 2011.
Forschungsfragen:

« Warum sind Gebote fiir hohe Werte hoher als theoretisch vorhergesagt?

« Warum sind Gebote fiir niedrige Werte niedriger als theoretisch vorhergesagt?

Theorie Bislang:

« Vergleich einer Stichprobe mit einer vorgegebenen Verteilung (t-Test fiir Mittelwerte,
x*-Test fiir Haufigkeiten)

« Vergleich zweier Stichproben (t-Test, Wilcoxon Test, Mann-Whitney U Test)
. Vergleich zweier Merkmale (x>-Test fiir Haufigkeiten).

Die Fragestellung war »einfach«. Entweder hatte ein Beobachtung ein bestimmtes Merkmal
(bzw. stammte aus einer Stichprobe), oder sie hatte dieses Merkmal nicht (Manner/Frauen,

fehlerhaft/nicht-fehlerhaft, erfolgreich/nicht-erfolgreich,...) Jetzt:

« Messe den Einfluss von Faktoren, die viele verschiende Werte annehmen konnen (wie
beeinflusst eine (unabhangige) Variable X eine abhédngige Variable Y)

9.2. Lineare Regression

data(Caschool,package="Ecdat")
attach(Caschool)
plot(testscr~str)
abline(1lm(testscr~str))

420 Kalifornische Schulen 1998/99:

© Dliver Kirchkamp
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Testscore

Student-Teacher-Ratio

testscr = 698.9 —2.28 - str+u
Allgemein:
Yi=Bo+ P71 - Xi+wy i=1,...,n

Y abhéingige Variable (erklarte Variable, endogen)

X unabhingige Variable (erkldarende Variable, exogen, Regressor)

3o Achsenabschnitt

31 Steigung

u Fehlerterm

(andere Faktoren die Y beeinflussen)

Wie konnte man 3¢ und (37 schiatzen?

Erinnern wir uns: Der Mittelwert X war der Kleinste-Quadrate-Schitzer fiir den Erwar-
tungswert Lix.

Minimiere ebenfalls quadratische Abstdnde bei der Bestimmung von 3y und 3;:

KQ = Z — (B1Xi + Bo))? min KQ

Nach erfolgreicher Minimierung (siehe Anhang P.B zu diesem Kapitel) erhalten wir

YL Xi—X)- (_Yi —-Y)
Z{l:] (X1 - X)z

~ — A —

Bo=Y

Br =

o)

T Kleinste-Quadrate-Schatzer, KQ-Schatzer, OLS

[50 und [31 konnen berechnet werden wenn ) [ | — X)? # 0, d.h. es gibt mindestens
zwei Beobachtungen mit verschiedenen x-Werten (man braucht zwei Punkte um eine Gerade
zu beschreiben)
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Natiirlich muss man diese Werte nicht von Hand ausrechnen. R kann das fiir uns erledigen
1m schétzt eine OLS Regression. Das Ergebnis wird in einer Variablen (hier est) abgespeichert.
Wenn man das Ergebnis sehen will, muf} es angezeigt werden, z.B. mit summary (est).

Das Ergebnis kann aber auch graphisch dargestellt werden, z.B. mit abline (est).
Wir konnen das Ergebnis einer OLS Schatzung in einer Variablen abspeichern, wie hier:

data(Caschool,package="Ecdat")

est<-lm(testscr~str, data=Caschool)
est

Call:
Im(formula = testscr ~ str, data = Caschool)

Coefficients:
(Intercept) str
698.93 -2.28

Die (knappe) Anzeige des Regressionsobjektes zeigt langst nicht alle Details, die R ausge-
rechnet hat. Wenn wir etwas mehr tiber die Details der Schatzung erfahren wollen, hilft das
Kommando summary:

est <- 1lm(testscr~str, data=Caschool)
summary (est)

Call:
Im(formula = testscr ~ str, data = Caschool)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-47.727 -14.251 0.483 12.822 48.540

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 698.9330 9.4675 73.825 < 2e-16 *xx*
str -2.2798 0.4798 -4.751 0.00000278 *x*x*
Signif. codes: O '**x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 18.58 on 418 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.05124, Adjusted R-squared: 0.04897
F-statistic: 22.58 on 1 and 418 DF, p-value: 0.000002783

© Dliver Kirchkamp
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library (MCMCpack)
summary (MCMCregress (testscr~str, data=Caschool))

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains = 1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,

plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 698.963 9.4739 0.094739 0.094739
str -2.281 0.4809 0.004809 0.004809
sigma2 346.985 24.2723 0.242723 0.242723

2. Quantiles for each variable:

2.5% 25% 50% 75%  97.5%
(Intercept) 680.43 692.599 699.020 705.329 717.594
str -3.22 -2.602 -2.286 -1.957 -1.343
sigma?2 302.32 330.080 345.898 362.825 397.550

Ergebnis der OLS Schatzung: Bo = 698.93, B, = —2.28.

« Approximation von Y durch Y:

~ A~

Yi=BXi+ B0 i=1,...

« Residuen

testscr
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In unserem Fall ist die Approximation also
testsrc = —2.28 - str 4 698.93
Damit ergibt sich der marginale Effekt von str zu

Atestsrc

=-2.28
Astr

9.3. Bestimmtheitsmaf} R?
« RZ relativer Anteil der Varianz von Y, der durch X erklart wird.

Y, =Y, + 1, = OLS Approximation 4+ OLS Residuen

A

var(Y;) = var(Y;) + var(1{;)

~

R? var(Y;)
~ var(Y;)
0<RE<I

« Bei Regressionen mit einem einzigen Regressor X ist R? der quadrierte Korrelations-
koeffizient zwischen X und Y.

Was bedeutet es, wenn RZ im Beispiel nur 0.05 ist?

700

680

660

Testscore

640

620

14 16 18 20 22 24 26

Student-Teacher-Ratio
Hier sind drei Wege, das R? in unserem Beispiel zu finden:

1. Der komfortable: summary zeigt uns alles was wir vielleicht wissen wollen iber unser
Schitzobjekt an:

est <- 1lm(testscr~str, data=Caschool)
summary (est)

© Oliver Kirchkamp
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Call:
Im(formula = testscr ~ str, data = Caschool)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-47.727 -14.251 0.483 12.822 48.540

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 698.9330 9.4675 73.825 < 2e-16 *xx
str -2.2798 0.4798 -4.751 0.00000278 *x*
Signif. codes: O '**x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 18.58 on 418 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.05124, Adjusted R-squared: 0.04897
F-statistic: 22.58 on 1 and 418 DF, p-value: 0.000002783

2. Der einfache (klappt aber nur in bestimmten Féllen): cor zeigt nur den Korrelations-
koeffizienten (und der ist bei einer Regression mit einer Variablen und einem Achsen-
abschnitt gleich dem R).

cor(testscr,str) "2
[1] 0.0512401

3. Der spartanische: Schlie}lich kénnen wir aus dem summary-Objekt das R? extrahieren:

summary (est) $r.squared

[1] 0.0512401

9.4. SER

Ein weiteres Maf} fiir die Genauigkeit unserer Approximation ist SER:

« Standardfehler der Residuen SER =

est <- 1lm(testscr~str, data=Caschool)
sqrt(with(est,sum(residuals™2)/df.residual))

[1] 18.58097
summary (est) $sigma

[1] 18.58097
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est <- 1lm(testscr~str, data=Caschool)
summary (est)

Call:
Im(formula = testscr ~ str, data = Caschool)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-47.727 -14.251 0.483 12.822 48.540

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 698.9330 9.4675 73.825 < 2e-16 *x*x*
str -2.2798 0.4798 -4.751 0.00000278 **x
Signif. codes: O '**x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 18.58 on 418 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.05124, Adjusted R-squared: 0.04897
F-statistic: 22.58 on 1 and 418 DF, p-value: 0.000002783

9.5. Die Verteilung des OLS Schitzers

Um mehr tiber die Verteilung unseres Schéitzers zu lernen, wire es schon, wenn wir einige
weitere Stichproben von jeweils 420 Kalifornischen Schulen hatten. Das haben wir leider
nicht, aber wir konnen solche Stichproben simulieren.

Das machen wir wir folgt: Wir stellen uns vor, der oben geschitzte Zusammenhang wére
der wahre Zusammenhang und die von uns geschéitzte Verteilund des Storterm 1t ware die
wahre Verteilung des Storterms. Wir approximieren die Verteilung des Schatzers in unserem
Beispiel. Dazu schatzen wir wiederholt mit immer anderen Permutationen des Stérterms u.

Annahme: Die geschatzten Residuen bilden die Verteilung der Residuen in der Population
einigermaflen gut ab.

0.020 — —

0.015 —

0.010 —

Testscore
Density

0.005 —|

0.000 —

Student-Teacher-Ratio residuals
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Verwende nun die geschitzen Residuen um weitere Stichproben zu simulieren:

simuliert

700

680

660

simuliert

640

620

Student-Teacher-Ratio Student-Teacher-Ratio

replicate fuhrt einen Ausdruck mehrmals aus.
coef extrahiert die Koeffizienten aus einer Regression.
simulate berechnet unsere abhéngige Variable Y auf Basis unserer Schatzung neu. Im Unterschied zu

unserer

Schatzung werden jetzt die zufalligen Storterme u; zufallig anders verteilt. Simulate gibt uns also eine

Y Variable, die wir »auch hatten ziehen kénnen«.

density schiatzt eine Dichtefunktion.

set.se
N<-100
est <-
coefdi

density

ed(123)

0

Im(testscr ~ str)

st <- replicate(N,coef(lm (unlist(simulate(est)) ~ str)))

0.8

0.6

0.4

0.2

——  simuliert

— — ° normal

0.0

-3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0

Bo und [31 werden mit Hilfe der Stichprobe berechnet. Eine andere Stichprobe (andere
Storterme u) ergibt auch andere Werte fiir ﬁo und [31
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. Genauso wie Y gibt es auch fiir o und B eine Verteilung.

« Eine Beispiel fiir diese Verteilung sehen wir im Bild oben. Es ist nicht genau eine Nor-
malverteilung. Wenn wir eine grofiere Anzahl von Simulationen wéhlen, dann kom-
men wir einer Normalverteilung naher.

Wir stellen uns nun die folgenden Fragen

. Ist E(B1) = B1? (OLS ist unverzerrt?)

Ist var(p;) klein? (OLS ist effizient?)

Wie testen wir Hypothesen? (z.B. 3; = 0)

« Wie bestimmen wir ein Konfidenzintervall fiir 3o und (3;?

Mittelwert und Varianz von (31
Der Mittelwert unserer Verteilung von geschétzten [3; ist
mean (coefdist["str",])

[1] -2.27974
Das ist ziemlich dhnlich wie das 3; aus unserem Modell:

coef (est) ["str"]

str
-2.279808

Ist das Zufall, oder kénnen wir davon ausgehen, dass unsere Schatzung im Mittel immer
richtig liegt? In Anhang p.Q zeigen wir:

Erwartungstreue
Unter den drei Standard-OLS Annahmen

1. E(yX;=x) =0

2. (X, ;) sind i.i.d. (independent identically-distributed)
((Xi, ;) ist unabhéngig von (X, Y;), identisch verteilt)

3. Grofle Ausreifler in X und Y sind selten (die vierten Momente von X und Y existieren).

© Dliver Kirchkamp


http://www.kirchkamp.de/

© Dliver Kirchkamp

BWw24.1 — 161

gilt: [31 ist ein unverzerrter Schitzer von 3,

B1

summary (est)
Call:
Im(formula = testscr ~ str)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-47.727 -14.251 0.483 12.822 48.540
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 698.9330 9.4675 73.825 < 2e-16 **x*
str -2.2798 0.4798 -4.751 0.00000278 **x*
Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 18.58 on 418 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.05124, Adjusted R-squared: 0.04897
F-statistic: 22.58 on 1 and 418 DF, p-value: 0.000002783

In Anhang p.I) zeigen wir

var(fy) ~ L] )
X

n

In unserer Schatzung haben wir fiir B1 eine Standardabweichung von 0.479826, bzw. eine

Varianz von 0.230233 gesehen.
In unserer Simulation hatten die Koeffizienten von str eine Varianz von

var (coefdist["str",])
[1] 0.219474
sd(coefdist["str",])
[1] 0.4684805

Das ist nicht genau dasselbe, aber in etwa die gleiche Grofienordnung. Wenn wir mehr
Stichproben simulieren, dann kommen wir der geschétzen Varianz naher. Diese Formel wird
auch von der Funktion summary in der obigen Regression verwendet.

Wir fassen diese Beobachtungen wie folgt zusammen:
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9.6. OLS Annahmen
Wenn die drei OLS Annahmen gelten,...

1. E(uyXi=x) =0
2. (Xi, Yl) sind i.i.d.

3. Grof3e Ausreifler in X und Y sind selten (die vierten Momente von X und Y existieren).

— ...dann gilt auch...

~

- E(B1) = Bq (B ist unverzerrt)

A

Xi— i
. var(B) = %Var(( crgl(ux)u)

9.6.1. Verteilung von B

Wenn n grof} ist, dann ist B etwa normalverteilt (zentraler Grenzwertsatz).

0 var((Xi— i
« B1~N ([31>MT£W)

0.6

density
0.4

0.2

simuliert

— —  normal

0.0

-35 -30 -25 -20 -15 -1.0

9.6.2. Verteilung von Bo

Auch BO ist, bei groflem n, normalverteilt mit BO ~N <[30, 0'% > wobei
0

2 1 var(Hyw) x
: = —— H‘i. — 1 — . i
CREYET £0e))

T Verteilung fir 3; und 3
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— Hypothesentests und Konfidenzintervalle fiir 3; und (3¢

0.03 0.04
|

density
0.02

0.01

simuliert

- = normal

0.00

670 680 690 700 710 720

9.7. Hypothesentests fiir B
- zweiseitiger Test:
Ho : B1 = P10 versus Hy : 1 # B
« einseitiger Test:

Ho : B1 = P10 versus Hy : 31 > B
Ho : B1 = P10 versus Hy : 31 < B

wobei 31 der hypothetische Wert der Nullhypothese ist
Ansatz:

+ Konstruiere t-Statistik und bestimme den p-Wert (oder vergleiche die t-Statistik mit
dem kritischen Wert aus der Normalverteilung bzw. t-Verteilung.).

+ Allgemein:

_ Schitzer — hypothetischer Wert
~ Standardfehler des Schitzers

wobei der Standardfehler des Schétzers aus der geschatzten Varianz des Schatzers her-
geleitet wird.

« um den Mittelwert von X zu testen:

_ X — Hxo _ X~k
ox/vn 0%

t
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« um den Regressionskoeffizienten 3; zu testen:

f B1— B0
0g,

Woher nehmen wir die Varianz fiir den t-Test? Im wirklichen Leben ist uns die theo-
retische Varianz 0'% nicht bekannt, wir miissen sie schatzen.
1

Erinnern wir uns an die theoretische Varianz von [3;:

> 1 var((Xi — px)ug)
n

08, = o

Wenn wir ox nicht kennen: die geschétzte Varianz:
n o\ )2
2 i (X =X) 1)
n 2\
(% 2 i (Xi o X) )

Zusammenfassung: Um die Hypothese Hy : 31 = 31 versus H; : 31 # (31 zu testen:

1
~2 _
% T h

« bestimme die t-Statistik:

A

tStichp. _ 61 - 61,0

0—31

« Ablehnung auf 5% falls [t5thP| > 1.96

+ Der p-Wert ist p = Pr (|t| > }tStiChp'D —2. F(_|tStichp.’)

(| —It[)
—ft 0 |t

« Wir gehen davon aus, dass unsere Teststatistik normalverteilt ist. Dazu bendtigen wir
die Annahme, dass n grof§ ist (n = 50 ist »grofi«)

Viele Statistikprogramme gehen alternativ davon aus, dass unsere Teststatistik t-verteilt
ist. Dazu muss man voraussetzen, dass die Residuen normalverteilt sind (siehe Ab-

schnitt p.9.4).

9.8. Konfidenzintervalle fiir 3

Erinnern wir uns an die Formel fiir Konfidenzintervalle fiir Mittelwerte:

FrocQ(z) e g)l= e (i-g) e (i-3)]

© Dliver Kirchkamp
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~ A

Wir gehen genauso vor: ;1 =X, 63, = Ok

Bi+op,-Qi(5),B1—55-Q(5)] = [Br—63, - (1-3),Bi+65-Q (1-7)]

confint berechnet Konfidenzintervalle fiir ein geschatztes Modell.
pnorm und pt berechnen die Verteilungsfunktion der Normalverteilung und der t-Verteilung. gnorm und

qt berechnen die Quantile zu einem gegebenen Verteilungswert.

est <- 1lm(testscr ~ str)
confint (est)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 680.32313 717.542779
str -3.22298 -1.336637

Dieses geschdtzte Konfidenzintervall ist den Quantilen aus unserer Simulation sehr dhn-
lich:

quantile(coefdist["str",],c(.025,.975))

2.5% 97.5Y
-3.186735 -1.419616

Und es ist auch dem credible interval sehr ahnlich:
quantile(MCMCregress(testscr ~ str)[,"str"],c(.025,.975))

2.5% 97.5%
-3.219805 -1.342553

Natiirlich konnen wir auch die Konfidenzintervalle von Hand ausrechnen:
vcov berechnet die Varianz-Kovarianz Matrix fur B unter der Annahme homoskedastischer Residuen. diag
nimmt die Diagonale einer Matrix. Bei der Varianz-Kovarianz Matrix sind das die Varianzen der Koeffizienten.

sqrt berechnet Quadtratwurzeln.
coef (est) + sqrt(diag(vcov(est))) * gnorm(.025)

(Intercept) str
680.377010 -3.220249

coef(est) - sqrt(diag(vcov(est))) * gnorm(.025)

(Intercept) str
717.488895 -1.339367

Zum Vergleich:
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confint (est)

2.5 % 97.5 Y
(Intercept) 680.32313 717.542779
str -3.22298 -1.336637

tStichpA — Bl(;& 0 P= 2F(—|t5tichp4|)
B

1
Auch den p-Wert hatten wir oben mit summary schon gesehen. Auch den kénnen wir
selbst ausrechnen:

2 x pnorm (- abs(coef(est) / sqrt(diag(vcov(est)))))

(Intercept) str
0.000000000000 0.000002020858

Gerade haben wir die Approximation durch die Normalverteilung benutzt. R verwendet
fir summary die t-Verteilung. Das konnen wir natiirlich auch:

2 * pt (- abs(coef(est) / sqrt(diag(vcov(est)))),est$df.resid)

(Intercept) str
0.000000000000 0.000002783307

Wir sehen, die beiden Werte weichen etwas voneinander ab. Beide Methoden konver-
gieren asymptotisch (wenn die Stichprobe sehr grof3 wird) zum richtigen Ergebnis. Falls die
Storterme i.i.d. normalverteilt sind, liefert die t-Verteilung auch wenn die Stichprobe klein
ist das exakte Ergebnis.

Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:

« Das 95% Konfidenzintervall enthalt nicht die Null

« Die Hypothese (37 = 0 wird auf dem 5% Niveau abgelehnt

9.9. Verwendung von OLS in der Praxis

9.9.1. Darstellung von OLS Schatzergebnissen:

est <- 1lm(testscr~str, data=Caschool)
summary (est)

Call:
Im(formula = testscr ~ str, data = Caschool)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-47.727 -14.251 0.483 12.822 48.540
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Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 698.9330 9.4675 73.825 < 2e-16 **x
str -2.2798 0.4798 -4.751 0.00000278 x*x**
Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 18.58 on 418 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.05124, Adjusted R-squared: 0.04897
F-statistic: 22.58 on 1 and 418 DF, p-value: 0.000002783

testscr = 698.933 — 22798 -str, R2=0.05, SER= 18.58
(9.4675)  (0.4798)

Oft finden wir Standardfehler in Klammern unter den geschétzten Koeffizienten. Diese
Darstellung ist praktisch:

Die geschitzte Regressionsgerade ist testscr = 698.933 — 2.2798 - str

« Der Standardfehler von 3y = 9.4675

Der Standardfehler von 3; = 0.4798
« Das R? = 0.05, der Standardfehler der Residuen ist SER = 18.58.

Damit hat man (fast) alle fiir den Hypothesentest und die Bestimmung der Konfidenzinter-
valle notwendigen Zahlen.

9.9.2. Bayesianische Schatzung des linearen Modells

Die Bayesianische Schatzung des linearen Modells liefert ein sehr dhnliches Ergebnis:

library (MCMCpack)
summary (MCMCregress (testscr ~ str,data=Caschool))

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains = 1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 698.963 9.4739 0.094739 0.094739
str -2.281 0.4809 0.004809 0.004809
sigma2 346.985 24.2723 0.242723 0.242723

2. Quantiles for each variable:
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2
(Intercept) 680.
str -3
sigma?2 302

(Intercept) 680.
str =
sigma?2 302

.5%

43 692.
.22 -2,
.32 330.

2.5Y%
425568

.219805
.316401

25%
599
602
080

692
-2
330

50% 75%  97.5%
699.020 705.329 717.594
-2.286 -1.957 -1.343
345.898 362.825 397.550

25% 50% 75% 97.5%
.598501 699.020321 705.329336 717.593538
.602326 -2.28556562 -1.957015 -1.342553
.079696 345.897840 362.824999 397.549961

Anders als im Ergebnis von 1m erhalten wir geschétzte Quantile fiir unsere Parameter,
d.h. wir wissen, in welchem Intervall unsere Parameter mit Wahrscheinlichkeit 95% liegen.

confint (est)

97.5 %

2.5 %
(Intercept) 680.32313 717.542779
str -3.22298

-1.336637

9.9.3. Eigenschaften von OLS

Was wir iiber OLS wissen:

o OLS ist unverzerrt

OLS ist konsistent

« wir konnen Konfidenzintervalle fir B berechnen

« wir konnen Hypothesen tiber B testen

Ein grofler Teil konometrischer Auswertung wird in Form von OLS prasentiert. Ein Grund
ist, dass sehr viele Leute verstehen, wie OLS funktioniert. Wenn wir einen anderen Schatzer
verwenden, kann es sein, dass man uns nicht mehr versteht.

« Reicht das als Begriindung um OLS zu verwenden?

« Gibt es bessere Schatzer? Schitzer mit kleinerer Varianz?

Um diese Fragen zu beantworten, werden wir weitere Annahmen machen.

9.9.4. Erweiterte OLS Annahmen
1. E(yXi=x) =0

2. (Xi, Yl) sind i.i.d.

3. Grofle Ausreifler in X und Y sind selten (die vierten Momente von X und Y existieren).
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4. u ist homoskedastisch, var(u;|X; = x) ist konstant.
5. u ist normalverteilt, u; ~ N(0, 62).

Annahmen 4 und 5 sind restriktiver — lassen sich also seltener rechtfertigen.

Gauss Markov
Unter den Annahmen 1-4 hat 3; die kleinste Varianz unter allen linearen Schdtzern (unter
allen Schéitzern, die lineare Funktionen von Y sind).

Effizienz von OLS-II
Unter den Annahmen 1-5 hat (3, die kleinste Varianz unter allen konsistenten Schdtzern wenn
n — oo (egal ob sie linear oder nichtlinear sind)

Zuriick zur Motivation: Bietverhalten in Erstpreisauktionen
« Risikoaversion: hohere Gebote fiir hohe Werte
« Einfache Bietregeln: niedrigere Gebote fiir niedrige Werte

Kirchkamp, Reif3, Economic Journal, 2011.
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9.11. Schliisselbegriffe

« Regression, KQ-Schiatzer, OLS-Schéatzer

abhangige / unabhingige Variable
« Fehlerterm, Residuen

Bestimmtheitsmaf} R, SER
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Anhang 9.A Ubungen

Ubung 9.3 Wir betrachten folgende Stichprobe:
Ausgaben fiir Werbung ‘ 900 1300 1200 400 700 800 1000
Absatz des Produktes ‘ 400 700 550 100 250 300 500

1. Schdtzen Sie ein lineares Modell um den Zusammenhang zwischen den beiden Variablen
zu beschreiben.

2. Was ist in diesem Modell die abhdngige, was die unabhdingige Variable?
3. Interpretieren Sie die diagnostischen Plots

4. Welchen Wert hat das Bestimmtheitsmaf3 R*?

Ubung 9.4 Um den Zusammenhang der Nachfrage nach Schlafanziigen und Nachthemden
besser zu verstehen, werden folgende Verkaufszahlen erhoben:

Saison Schlafanziige (x) | Nachthemden (y)
Frithjahr/Sommer 2018 600 1000
Herbst/Winter 2018/2019 1000 400
Frithjahr/Sommer 2019 600 600
Herbst/Winter 2019/2020 1000 200
Friithjahr/Sommer 2020 800 800

1. Ermitteln sie die optimale Gerade zur Darstellung dieses Zusammenhanges mit einer OLS-
Schétzung.

2. Was verstehen Sie unter dem Begriff »Residuen«?

3. Bestimmen Sie fiir die optimale Gerade das Bestimmtheitsmaf3!
4. Ist der Koeffizient (31 signifikant von O verschieden?

5. Ist der Koeffizient (31 signifikant von —1 verschieden?

6. Geben Sie ein 95%-Konfidenzintervall fiir 31 an.

7. Geben Sie ein 95%-credible interval fiir 31 an.

Ubung 9.5 Ein Elektrokonzern will einen neuen DVD-Player auf den Markt bringen. Um den
optimalen Preis zu ermitteln, wurde der DVD-Player auf 10 Testmdrkten zu unterschiedlichen
Preisen angeboten. Dabei gab es das folgende Ergebnis:

Testmarkt 1|23 |4 |5|6|7|8]|9]10
PreisinEuro | 50 | 55|60 | 65| 70| 75| 80| 85| 90 | 95
Absatzmenge | 100 | 95| 90 | 85| 80 | 75| 70 | 65| 60 | 55

1. Welche ist die abhdngige Variable, welche die unabhdingige?
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2. Bestimmen Sie nun die Regressionsgerade!

3. Testen Sie, ob [3; signifikant von 0 verschieden ist.
4. Testen Sie, ob 3y signifikant von 150 verschieden ist.
5. Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall fiir 3;.

6. Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall fiir 3.

7. Bestimmen Sie ein credible interval.

8. Wie grof3 ist R??

Ubung 9.6 Sie erheben Daten zu einer abhdngigen Variablen Y und einer unabhingigen Va-
riablen X. Die Daten sind durch folgende Tabelle gegeben:

X|lojo]2]2]
Y{of4fof4]

Nun schdtzen Sie ein lineares Regressionsmodell ohne Konstante:
Yi= B Xi+w

1. Wie grof3 ist der OLS Schdtzer Bi?

2. Nun erweitern Sie ihr Modell um einen konstanten Term:
Yi=PBo+ BiXi +us

Wie grof$ ist jetzt Ihr OLS Schdtzer Bi?
3. Welches Modell hat ein groferes R??
4. In welchen Modell ist die Summe der Fehlerquadrate grofler?
Ubung 9.7 Sie schdtzen ein lineares Regressionsmodell ohne Konstante

Yi=BiXi+w

und erhalten den folgenden diagnostischen Plot ihrer Regression.
Residuals vs Fitted

Residuals

0 20 40 60 80 100
Fitted values
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Welche Schlussfolgerungen ziehen Sie?

« Zwischen unabhingiger und abhangiger Variablen besteht ein fallender Zusammen-
hang

« Wenn Sie das Modell um eine Konstante erweitern, wird sich der Fit der Regression
verbessern

« Die Annahme E(u;|X; = x) = 0 ist nicht erfullt
« Die Annahme, var(u;|X; = x) ist konstant, ist nicht erfiillt.

« Die Annahme, grofle Ausreifler in X und Y seien selten, ist nicht erfiillt.

Anhang 9.B Herleitung des OLS Schatzers

% =-2 Z?:] (Yl —biXi — bO) % =-2 Z?:] (Y1 — b1 X — bo) X
Y—Bo—piX=0 Ly XY —BoX =Bty X2 =0
BO = Y_ B1>_<

LY LXYi— (Y= BXX =Bt X1 X2 =0
Iy XY =YX+ (=151 X2) =0

B — Ly XY — XY
L -x

mit
TOG—X)-(Yi—Y) = YXYi— XY
Y —X? = Y XX
erhalten wir

By = SXi=X) - (Vi—Y)
| =

ZL] (Xi - )_()2

Anhang 9.C Unverzerrtheit des Schatzers fiir B

Wir interessieren uns fiir 3; — 3;. Wir wissen

Bo+ B Xy +uy
= Bo+PiX+1u
= Bi(Xi—X) + (w—u)

< = X<

also Y; —
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B, = YL X =X)(Yi—Y)
b IL] (Xl - X)Z
_ > (X =X) (B (Xi = X) + (u — )
Z_{; (Xi __)_()2
_ T X6 =)
DXL X - XP
I X)W
i ](X X)?
5 XX =X — )
Br1—PB1 = ]ZL(X L
Nun ist
Z(Xl - X)(LLL —11) - Z(Xl - X)ul -
i=1 i=1
i=1
= i(xi —X)w; —
i=1
(59
i=1
- i(xl - >_<)ul
i=1
Also _ _
B, B — X=X —w) Y X Xw
1 1= =5

Jetzt kénnen wir E(B) —

E <f31> — By

E(B1) — B

_ > (Xi— X)m)
. (E ( > (X —X)?

2?21(X1—X)2 a Z?:I(X -

[31 berechnen:

— (Z?—] (Xi — X_)u1~>

Z?:l (Xi — X)Z

x1,...,xn)

da nach Annahme 1: E(u[X; =x) =0
0
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[37 ist ein unverzerrter Schitzer von [34

B

Anhang 9.D Varianz von B1

Jetzt zur Varianz: )
Ein genaueres Studium der obigen Formel fiir (31 ergibt

o . Z?:](Xi_x)ui
B] [31 — 2?21(X1—>_()2

nenne (X; — X)w, = w

(X —X)?
Ausserdem gilt s3 = Lin )
n—1
Br—pr = =D
(n—1)s%
_ rll Vi
fiir grofie n gilt s2 ~ 0 und =1 ~ 1, also
Br— B =~ =S
OX
nun ist
. . Ly v
var(f¢) = var(B; — 1) ~ var (nZG—E] =
X
var ( 2 Vi)
(0%)?
~ovar(vi)/n Tvar((X; — px) - w)
T on %

Diese Formel setzt voraus, dass die Varianzen var((X; — 1x) - u; und var(X;) bekannt sind.
Normalerweise ist das nicht der Fall und wir miissen diese Varianzen schitzen.

w2 2 (X —X) -0,)°
(% ZL (Xi - X>z>
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10. Modelle mit mehr als einer unabhangigen Variablen
(multiple Regression)

10.1. Motivation

Vertrauensspiele Viele konomisch wichtige Transaktionen kénnen nicht oder nicht voll-
standig mit Vertriagen spezifiert werden (z.B. Arbeitsvertrage konnen nicht jeden Handgriff
in der Zukunft genau festlegen). Dennoch finden Transaktionen dieser Art statt. Wir model-
lieren diese Transaktion als »Vertrauensspiel«: Ein Trustor sendet eine Investition an einen
Trustee. Der Trustee kann, muss aber nicht, einen Teil zuriickschicken.

« Der Trustor ist mit 100 Geldeinheiten ausgestattet und kann einen Teil davon (x) an
den Trustee senden.

+ Der gesendete Betrag wird beim Trustee mit 3 multipliziert, der Trustee erhalt also
3-x.

+ Nun kann der Trustee einen beliebigen Anteil von 3 - x zuriicksenden.

— Frage: Was beeinflusst den Spielerfolg: Nationalitat, Alter, Geschlecht, Geschwister...?

Die effiziente Losung wére: Der Trustor sendet den vollen Betrag von 100 an den Trustee.
Der Trustee sendet einen Betrag zwischen 100 und 300 zuriick. Beide erhalten in der Summe
300. Wenn aber der Trustor dem Trustee nicht »vertraut«, wird nichts gesendet und beide
erhalten in der Summe nur 100.

Bornhorst, Ichino, Kirchkamp, Schlag, Winter (2010), “Similarities and Differences when
Building Trust: the Role of Cultures”, Experimental Economics, Vol. 13/3, pp. 260-283.

100 200 300 400 500 600
| | | | | | | |
female

totalpayback

totalget

In der obigen Grafik sehen wir an der vertikalen Achse den Riickzahlungsbetrag. Der hangt
einerseits von dem Betrag ab, den der Trustee bekommen hat und der auf der horizontalen
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Achse abgetragen ist (weil in diesem Experiment ein Trustee auch von mehreren Trustoren
ausgewihlt werden kann, kann ein Trustee auch mehr als 300 erhalten). Andererseits hangt
der Riickzahlungsbetrag vielleicht auch vom Geschlecht des Trustees ab. Und schlief3lich
hangt er vielleicht vom kulturellen Hintergrund der Trustees ab, also ob diese aus Nord-
oder Stideuropa kommen.

Wie man mehrere erkldarende Variablen beriicksichtigt, betrachten wir in diesem Kapitel.

10.2. Erweiterung des Beispiels aus Kapitel 9

Wir betrachten wieder den Datensatz Caschool. Die Variablen, die wir bislang betrachtet
haben, sind:

e testscr test score

. str student / teacher ratio

data(Caschool,package="Ecdat")
attach(Caschool)

Bislang hatten wir nur eine unabhangige Variable:
testsrc = o+ Bistr+u

Vielleicht spielen weitere Faktoren (aufler str) eine Rolle?
Wie kann man mehrere Faktoren gleichzeitig beriicksichtigen?

« Idee: Halte einen Faktor »konstant« indem nur eine kleine Gruppe betrachtet wird
(z.B. alle Schiiler mit einem sehr dhnlichen elpct (english learner percentage))

Um eine geschickte Aufteilung in Gruppen zu bestimmen, betrachten wir zunachst einige
Statistiken des english learner percentage elpct:

summary (elpct)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.000 1.941 8.778 15.768 22.970 85.540

Hier entscheiden wir uns fiir eine Aufteilung in drei Gruppen: kleiner als 9, zwischen 9
und 23, und grofler als 23.
Nun schitzen wir einen Regression fiir einzelne Klassen von elpct:

Die Option subset im Kommando Im beschrankt die Schatzung auf einen Teil des Datensatzes.

estl <- Im(testscr ~ str ,subset=(elpct<=9))
est2 <- Im(testscr ~ str ,subset=(elpct>9 & elpct<=23))
est3 <- Ilm(testscr ~ str ,subset=(elpct>23))
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library(texreg)

texreg(list (Telpct<9 =estl, 9..23 =est2, >=23"=est3))

elpct <9 9 <elpct <23 elpct >23

(Intercept)  680.25*** 696.44*** 653.07***
(10.59) (15.75) (16.21)
str —0.84 —2.23** —0.87
(0.55) (0.79) (0.80)
R? 0.01 0.07 0.01
Adj. R? 0.01 0.06 0.00
Num. obs. 214 101 105

***p < 0.001; **p < 0.01; *p < 0.05

(Zahlen in Klammern unter den geschatzten Koeffizienten sind die geschétzten Standard-

abweichungen.)
Die folgende Grafik zeigt die drei geschatzten Regressiongeraden fiir jeweils verschiedene

Werte von elpct

testscr

Abhéngig von elpct sind die geschitzten Zusammenhéange sehr unterschiedlich

« erweitere das Regressionsmodell

testsrc = Bystr+ Poelpct +Bo+u

allgemein:
Yy =PRo+ Pixs +Paxa+ -+ Prxx +u
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fiir jede Beobachtung:

yr = Po+Bixi+ Paxiz+ - Prxae +wy
Yo = Po+Bixa + Paxpn + -+ Prxak w2
Ys = Po+Bixz + Paxsz + -+ Pixsk +u3

Un = Po+ Bixn + Poxnz + -+ BrXnk + Un

In Matrixschreibweise:
y=Xpg+u

xtable aus der Bibliothek xtable stellt die Ergebnisse der Schatzung etwas hiibscher dar.

Estimate Std. Error tvalue Pr(>[t)) 25% 975%

(Intercept) 686.03 7.41 92.57 0.0000 671.46 700.60
str -1.10 0.38 -2.90 0.0040 -1.85 -0.35
elpct -0.65 0.04 -16.52 0.0000 -0.73 -0.57

10.3. Bayesianische Schatzung des linearen Modells
Natiirlich konnen wir auch hier mit MCMCregress eine Bayesianische Schitzung berechnen:

library (MCMCpack)
summary (MCMCregress (testscr ~ str + elpct,data=Caschool))

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains = 1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 686.0129 7.38431 0.0738431 0.0738104
str -1.1009 0.37906 0.0037906 0.0037927
elpct -0.6495 0.03969 0.0003969 0.0003969
sigma?2 210.0738 14.69920 0.1469920 0.1469920

2. Quantiles for each variable:

2.5% 25% 50% 75% 97.5%
(Intercept) 671.690 680.9725 685.9850 691.0057 700.5888
str -1.838 -1.3544 -1.0990 -0.8412 -0.3722
elpct -0.729 -0.6764 -0.6492 -0.6226 -0.5719
sigma2 183.111 199.8335 209.3915 219.4100 241.1087

Quantile der Bayesianischen Schétzung:
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2.5% 25% 50% 75%  97.5%

(Intercept) 671.69 680.97 685.99 691.01 700.59
str  -1.84 -1.35 -1.10 -0.84  -0.37

elpct  -0.73 -0.68 -0.65 -0.62 -0.57
sigma2 183.11 199.83 209.39 219.41 241.11

Konfidenzintervall der OLS Regression:

25% 97.5%

(Intercept) 671.46 700.60
str -1.85 -0.35

elpct  -0.73  -0.57

Wie schon in Abschnitt ist auch hier das Ergebnis der Bayesianischen Schatzung
des linearen Modells sehr dhnlich dem Ergebnis von 1m. Anders als 1m erhalten wir aber
wieder Quantile fiir die Verteilung der Parameter, d.h. wir wissen, in welchem Intervall die
Parameter mit welcher Wahrscheinlichkeit liegen.

10.4. Annahmen fiir das multiple Regressionsmodell
Yy =PRo+ Pixi+Paxa+ -+ Prxi +u
1. E(yX;=x)=0
2. (Xi,Y;) sind ii.d.
3. Grof3e Ausreifler in X und Y sind selten (die vierten Momente von X und Y existieren).

4. X hat Rang gleich der Anzahl der Spalten (keine Multikollinearitéit), man kann keine
Variable als lineare Funktion der anderen Variablen berechnen.

5. var(u/X = x) ist konstant, u ist homoskedastisch
6. u ist normalverteilt u ~ N(0, 0%)

Annahme 4 ist neu.
Annahmen 5 und 6 sind restriktiver — lassen sich also seltener rechtfertigen.

10.5. Die Verteilung der OLS Schatzer in der multiplen Regression

T Modell mit einem Regressor: die OLS Schétzer fiir BO und [31 sind unverzerrte und
konsistente Schétzer. Fiir grofle Stichproben sind 3y und (3; normalverteilt.

- multiple Regression: unter obigen Annahmen 1-4 ist der OLS Schiétzer B =(X'X)"X'y
unverzerrt und konsistent. Fur grofie Stichproben ist 3 multivariat normalverteilt.

. Gauss Markov: Unter den Annahmen 1-5 hat = (X’X)'X’ y die kleinste Varianz

unter allen linearen Schdtzern (unter allen Schitzern, die lineare Funktionen von Y
sind).
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. Effizienz von OLS: Unter den Annahmen 1-6 hat B = (X'X)~'X’ y die kleinste Varianz
unter allen konsistenten Schdtzern wenn 1 — oo (egal ob sie linear oder nichtlinear
sind)

Wie kann man iiberpriifen, ob die Annahmen des Regressionsmodells erfiillt sind?
Wenn wir einen konkreten Verdacht haben, dann gibt es Tests. Einen ersten Eindruck erhal-
ten wir bereits mit diagnostischen Plots:

est<-lm(testscr ~ str + elpct)

plot(est)
Residuals vs Fitted ® Q-0Q Residuals

E
£ o 53 N
< Q = -
S A E o
:vj 8 | N - _]
A E b

2 5 7
' A
610 620 630 640 650 660 670 -3 -2 -1 0 1 2 3
Fitted values Theoretical Quantiles

Der Plot links stellt die Residuen an der vertikalen Achse und die gefitteten Werte an der
horizontalen Achse dar. Die Darstellung erscheint zunéachst ungewohnt. Warum nimmt man
nicht einfach X an der horizontalen Achse? Der Grund ist, dass X mehrdimensional ist, hier
im Beispiel enthalt X sowohl str als auch elpct. Man muss sich also entscheiden. Es wire
durchaus moglich, str an der horizontalen Achse darzustellen, aber genauso gut konnte man
elpct nehmen. Als Kompromiss nehmen wir §j = X, also gerade die Linearkombination
von X, die wir geschatzt haben.

Der Plot rechts ist ein Q-Q Plot der Residuen gegen die Quantile der Normalverteilung.
Wenn die Residuen normalverteilt sind, liegen die Punkte fast auf einer Geraden.

10.6. Die Verteilung von B

10.6.1. Varianz von [3

Im Fall der einfachen Regression (zur Erinnerung):

%

1
. :152 (X X) W)
SR C s RSN

T Heteroskedastlzltat (immer richtig)

Homoskedastizitat

© Oliver Kirchkamp


http://www.kirchkamp.de/

© Dliver Kirchkamp

BW24.1 — 181

Im Fall der multiplen Regression (in Matrixschreibweise):

Lip = 6% (X’X)™"  (bei Homoskedastizit:it)
Tap = XXX TUAX(X'X)™!

T Heteroskedastizitat (immer richtig)

Aus historischen Griinden nehmen Statistikprogramme normalerweise immer Homoske-
dastizitat an. Wir werden im Rahmen dieser Vorlesung nicht darauf eingehen, wie man R
dazu tberredet, mit Heteroskedastizitat-robusten Varianz-Kovarianz Matrizen zu rechnen.
Falls es Sie interessiert: hccm aus der Bibliothek car berechnet Heteroskedastizitat-robusten
Varianz-Kovarianz Matrizen. Die Kommandos zum Testen (wie 1inearHypothesis) die wir
unten kennenlernen, kennen die Option vcov=hccm um mit robusten Standardfehlern zu

testen.

Hypothesentests Um die Hypothese Hy : 35 = 3j0 versus Hy : 3; # (3j,0 zu testen:

« bestimme die t Statistik:

tStichp, _ [3] - Bj,()
GBj

» Der p-Wert ist p = Pr (|t| > {tSﬁChPD — 2. Fyy(—|tStichp|)

(| —I[t[)
=t 0t

Wir speichern das Ergebnis unserer Schatzung in der Variablen est

est <- lm(testscr ~ str + elpct)
Mehr Details dazu in Appendix [10.D. Hier ist das Ergebnis, das R uns liefert:

xtable(est)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>]t])

(Intercept) 686.0322 7.4113 92.57 0.0000
str -1.1013 0.3803 -2.90 0.0040

elpct -0.6498 0.0393  -16.52 0.0000

Da R annimmt, die Residuen seien normalverteilt, und da die Stichprobe nur endlich grof§
ist, rechnet R die p-Werte mit der t-Verteilung und nicht mit der Normalverteilung aus. Der
Unterschied ist nicht grof3.
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Konfidenzintervalle Mit der obigen geschitzten Standardabweichung kénnen wir auch
Konfidenzintervalle berechnen:
Hier nochmal die bekannte Formel fiir Konfidenzintervalle fiir Mittelwerte:

x

e 000 (3) 5o (9)]

Bei Regressionskoeffizienten geht es genauso:

A AP x
BropQu(3)B-opQu(3)]
bzw., falls wir die t-Verteilung mit n — k — 1 Freiheitsgraden verwenden (weil wir (wie R)

annehmen, dass die Residuen normalverteilt sind und die Stichprobe nur endlich grof§ ist):

x

B+op- Qi (3) 605 (3)]

Auch fir Konfidenzintervalls arbeitet R mit der t-Verteilung, das heifSt, wir nehmen an,
dass die Residuen normalverteilt sind.

confint (est)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) 671.4640604 700.6004370
str -1.8487972 -0.3537945
elpct -0.7271112 -0.5724423

Beachte: Das 95%-Konfidenzintervall ist dem 95%-credible interval aus Abschnitt sehr
ahnlich.

2.5% 25% 50% 75%  97.5%

(Intercept) 671.69 680.97 685.99 691.01 700.59
strr -1.84 -1.35 -1.10 -0.84  -0.37

elpct  -0.73 -0.68 -0.65 -0.62 -0.57
sigma2 183.11 199.83 209.39 219.41 241.11

Konfidenzintervall der OLS Regression:

25% 975 %

(Intercept) 671.46 700.60
str -1.85 -0.35

elpct  -0.73  -0.57

Oft ist nicht nur ein Konfidenzintervall fir G interessant, sondern fiir ein Vielfaches von

A

[3. Was passiert etwa, wenn die Klassengrofle z.B. um 2 verkleinert wird?
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-2xconfint (est)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) -1342.928121 -1401.2008740
str 3.697594 0.7075891
elpct 1.454222 1.1448847

Das Konfidenzintervall unserer Prognose fiir »Was passiert, wenn die Klassengrofle um
2 Schiiler pro Klasse verkleiner wird« wiirde also von einer erwarteten Verbesserung des
Testscores von 0.71 bis 3.7 reichen.

Diese Aussage ist allerdings problematisch, wie wir im néchsten Abschnitt merken wer-
den.

10.7. Omitted variable bias

Was kann passieren, wenn wir eine Variable in unserem Modell vergessen?
Betrachten wir nochmals unsere einfache Schatzgleichung:

testsrc = Bistr+ o +u

Was konnte sonst noch einen Einfluss auf testscr haben?

korr. mit beinflusst
Regressor abh. Var.
str testscr
percent of English learners X X
time of day of the test X
parking lot space per pupil X
wahrer Zusammenhang: Y = Bo+phiXi+p2Xo+u
—_

geschitzter Zusammenhang: Y = Bo+pXs+ 1

Wenn wir eine Variable (z.B. X;) nicht in unsere Schitzgleichung aufnehmen, diese Varia-
ble aber

« mit dem Regressor (andere X) korreliert ist
« und die abhingige Variable (y) beeinflusst
dann

— ist die Annahme E(u;|X;) = 0 nicht mehr erfullt

— ist unsere Schitzung fir 3 verzerrt (omitted variable bias)

In Anhang zeigen wir
E(b1) = By + (X1X1) XXz,


http://www.kirchkamp.de/

184 — [ 15 November 2025 18:22:55 (2c16c7a) ]

10.7.1. Beispiele fiir Omitted-Variable-Bias:
« Klassische Musik — Intelligenz von Kindern (Rauscher, Shaw, Ky; Nature; 1993)
(fehlende Variable: Einkommen)
« French paradox: Rotwein, Leberpastete — weniger Erkrankungen der Herzkranzgefa-
3e (Samuel Black, 1819)

(fehlende Variable: Fisch und Zucker in der Ernahrung,...)

« Storche in Niedersachsen — Geburtenrate

(fehlende Variable: Industrialisierung)

1966 O 1953
X A 1965 O
O 19¢% 1963 ©
- 1967 195450 O 19
-
o 1961 (@Y60 O 1962 1957 O
ﬂc; - @60 O O 195998 O
— — ]
8
*g " 1972 QO 1971 O 1968
o - 1975 1969
O © O 1978 O O
195874
o
— ] @)
~ | O
— 1977 \ T T T
50 100 150 200
Anzahl Storche

Gabriel, K. R. and Odoroff, C. L. (1990) Biplots in biomedical research. Statistics in Medicine
9(5): pp. 469-485.
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Todesfalle infolge koronarer Herzkrankheit (pro 1000 Manner, 55 — 64 Jahre). Daten aus: St.
Leger A.S., Cochrane, A.L. and Moore, F. (1979). Factors Associated with Cardiac Mortality in
Developed Countries with Particular Reference to the Consumption of Wine, Lancet: 1017-

1020.

10.7.2. Erweiterung der Schatzgleichung um Ausgaben pro Schiiler

Bislang gab es in unserer Regression nur zwei erklarende Variablen: str und elpct:

Vergleiche:

testscr

testscr

est <- 1lm(testscr ~ str + elpct)

cbind(xtable(est) ,xtable(confint(est)))

Bo+ Bistr + Prelpct
Bo+ Bistr + Brelpct + Psexpnstu

Estimate Std. Error tvalue Pr(>[t)) 25% 97.5%

(Intercept) 686.03 7.41 92.57 0.0000 671.46 700.60

str -1.10 0.38 -2.90  0.0040 -1.85 -0.35

elpct -0.65 0.04 -16.52  0.0000 -0.73 -0.57

Nun nehmen wir eine dritte hinzu: expnstu
est2 <- lm(testscr ~ str + elpct + expnstu)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>[t]) 2.5% 97.5 %
(Intercept) 649.5779 15.2057 42.72  0.0000 619.6883 679.4676
str -0.2864 0.4805 -0.60  0.5515 -1.2310 0.6582
elpct -0.6560 0.0391 -16.78  0.0000 -0.7329 -0.5792
expnstu 0.0039 0.0014 2.74  0.0064 0.0011 0.0066
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Wir sehen, der geschitzte Einfluss der Klassengrof3e str dndert sich. Oben war er noch -1.1,
jetzt ist er -0.286. Die Modellspezifikation hat einen deutlichen Einfluss auf die geschétz-
ten Koeflizienten.

Nicht nur die Koeffizienten dndern sich, auch t-Statistik und p-Werte. Der geschatzte Koef-
fizient fiir str ist in dieser Spezifikation nicht mehr signifikant von Null verschieden. Auch
das Konfidenzintervall unserer Prognose fur »Was passiert, wenn die Klassengréfie um 2
Schiiler pro Klasse verkleiner wird« verandert sich:

Anstatt, wie oben, eine erwarteten Verbesserung des Testscores von 0.71 bis 3.7 zu erwar-
ten, rechnen wir nun mit eine erwarteten Verbesserung des Testscores von —2.5 bis 1.3.

Was ist passiert?

« In der Schatzgleichung mit str und elpct haben wir vernachlassigt, dass kleinere
Klassen auch mit reicheren Gemeinden, und damit auch h6heren Ausgaben pro Schiiler
einhergehen.

« In Abschnitt [10.6.1] haben wir die Frage »Was passiert...« mit — 0.71 bis 3.7 beant-
wortet.

Das war eine Antwort auf die Frage: »Was passiert, wenn die Klassen um zwei Schiiler
kleiner werden und die Ausgaben pro Schiiler auch so steigen, wie es in entsprechend
kleineren Klassen der Fall ist.«

expnstu

str

« Wenn man nur die Klassengrofie dndert, die Ausgaben pro Schiiler expnstu aber kon-
stant halt, dann bekommt man den Effekt den wir in der erweiterten Schatzgleichung
bestimmt haben:

Eine Anderung des Testscores zwischen —2.5 und 1.3.

Wir erinnern uns:

Bei einem unterspezifiziertes Modell (ein Regressor [3,, hier expnstu, fehlt):

B ist nur unverzerrt wenn f3; = 0 oder X;X; = 0.
« In unserem Beispiel ist 3; # 0 und X{X; # 0.
« str und expnstu sind korreliert.

— wir erhalten eine verzerrte Schitzung fiir 3, wenn expnstu in der Schatzgleichung
fehlt.

© Dliver Kirchkamp
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10.8. Multikollinearitat
Oben, in den Abschnitten und haben wir gesehen, dass wir alle wichtigen Varia-

blen in die Regression aufnehmen sollten. Kann man auch zu viele Variablen in die Gleichung
aufnehmen?

Beispiel
testscr = Bystr + Brelpct + Bo

Im(testscr ~ str + elpct)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>[t)) 25% 97.5%

(Intercept) 686.03 7.41 92.57  0.0000 671.46 700.60
str -1.10 0.38 -2.90  0.0040 -1.85 -0.35
elpct -0.65 0.04 -16.52  0.0000 -0.73 -0.57

Jetzt erweitern wir das Modell um eine Variable: Anteil der »English learners« FracEL=elpct/100:

testscr = Bystr + PBrelpct + BsFracEL + By

Call:
Im(formula = testscr ~ str + elpct + FracEL)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-48.845 -10.240 -0.308 9.815 43.461

Coefficients: (1 not defined because of singularities)
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 686.03225 7.41131 92.566 < 2e-16 **x

str -1.10130 0.38028 -2.896 0.00398 x**

elpct -0.64978 0.03934 -16.516 < 2e-16 *x*x*

FracEL NA NA NA NA

Signif. codes: O '*%x' 0.001 '*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 14.46 on 417 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4264, Adjusted R-squared: 0.4237
F-statistic: 155 on 2 and 417 DF, p-value: < 2.2e-16

Wir erhalten gar keine Schatzung fiir den Koeffizienten von FracEL. Was ist das Problem?
Die neue Variable FracEL ist ein Vielfaches von elpct, sie ist kollinear. Allgemein sprechen
wir von Multikollinearitit.

Im Beispiel sehen wir: R erkennt selbst, dass Multikolliniearitat vorliegt, und vereinfacht
das Modell entsprechend. In der Zeile FracEL erscheinen als Schiatzergebnisse nur NA.

Das gelingt aber nicht immer.
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Wir perturbieren diese Variable nun etwas. Das kann auch unabsichtlich (z.B. durch Run-
dungsfehler) passieren. Die Variablen sind dann nicht mehr (perfekt) Multikollinear. Wir be-
kommen deshalb Ergebnisse fiir alle Koeffizienten. Fiir jede (kleine) Perturbation éndert sich
das Ergebnis erheblich. Die Standardfehler werden sehr grof3. Jetzt berechnen wir FracEL
etwas ungenauer — wir fiigen einen kleinen Zufallsterm hinzu:

set.seed(123)
FracEL<-elpct/100+rnorm(4)*.001
xtable(1lm(testscr ~ str + elpct + FracEL))

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 685.9887 7.4172 92.49 0.0000
str -1.1040 0.3806 -2.90 0.0039

elpct -6.0027 8.7281 -0.69  0.4920
FracEL 535.1954  872.6427 0.61 0.5400

Grofle Koeffizienten fiir FracEL werden ausgeglichen durch kleine von elpct. Was ist pas-
siert? Nehmen wir an, dies sei der wahre Zusammenhang:
Wir haben FracEL = elpct/100

testscr=686.0322 — 1.1013str — 0.6498elpct
testscr=686.0322 — 1.1013 - str + (a — 0.6498) - elpct — 100a - elpct/100
testscr=686.0322 — 1.1013 - str + (a — 0.6498) - elpct — 100a - FracEL

Koeffizienten 3 konnen nicht mehr identifiziert werden.
Technisch: Die Varianz von 3 wird sehr grof3:

Tap = 05(X'X)7!
Bei perfekter Multikollinearitit kann (X’X)~" nicht mehr berechnet werden.

Multikollinearitat: Identifikation der verantwortlichen Koeffizienten Wir haben
oben gesehen, dass bei Multikollinearitat die geschétzte Varianz der geschatzten Koeffzienten
(3 grof wird. Ein Maf} dafiir ist der Variance-Inflation-Factor VIF

Wir schétzen fir jede der unabhdngigen Variablen X; die folgende Gleichung:

Xi = Bo+ZBij +u
j#
und bestimmen jeweils den Korrelationskoeffizienten R?. Dann gilt

1

VIF, = ——
1—R2

Ein VIF nahe bei 1 ist unproblematisch, ein VIF grofler als 10 konnte auf ein Problem
hinweisen. Die Funktion vif finden wir im Paket car.

© Dliver Kirchkamp
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library(car)
vif (Im(testscr ~ str + elpct + FracEL))

str elpct FracEL
1.036634 50936.875445 50937.840610

vif (Im(testscr ~ str + elpct + expnstu))

str elpct expnstu
1.680787 1.040031 1.629915

In unserem Beispiel sehen wir, dass str unproblematisch ist, jedoch elpct und FracEL
zu Problemen fiihren.

10.9. Spezifikationsfehler: Zusammenfassung

« unterspezifiziertes Modell, ein Regressor (3, fehlt (omitted variable bias):
- B ist nur unverzerrt wenn 3, = 0 oder X;X; = 0.

— 6konomische Intuition, welche anderen wichtigen Faktoren konnte es geben?

« Uberspezifiziertes Modell, Regressoren sind kollinear:
- B kann nicht geschatzt werden (X’X ist nicht invertiertbar)

— Statistikprogramm entfernt die kollinearen Regressoren selbst.

» Uberspezifiziertes Modell, Regressoren sind fast kollinear (overfitting):
- P kann nur ungenau geschétzt werden

— Identifikation der problematischen Regressoren mit VIF, 6konomische Intui-
tion zur Auswahl der Regressoren.

Ist das ein Widerspruch?

« geringe Korrelation von X; und X;: um omitted variable bias zu vermeiden, sollten
beide Variablen aufgenommen werden.

« hohe Korrelation von X; und X;: das Problem des omitted variable bias wird starker,
aber auch das Problem der Multikollinearitét:

— Vielleicht messen X; und X; eigentlich das gleiche. Dann besser nur eine Variable.

— Wenn X; und X; unterschiedliche Dinge messen, und man beide Effekte schitzen
will, dann wird die Schatzung halt sehr ungenau.

10.10. Bayesianische Schatzung und Multikollinearitat

Das Bayesianische Verfahren kann uns bei Multikollinearitdt auch nicht weiterhelfen:
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library (MCMCpack)
FracEL<-elpct/100+rnorm(4)*.001
summary (MCMCregress (testscr ~ str + elpct + FracEL))

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains = 1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 686.119 7.4279 0.074279 0.074279
str -1.098 0.3815 0.003815 0.003815
elpct 4.997 6.6393 0.066393 0.066393
FracEL -564.685 664.1391 6.641391 6.641391
sigma?2 210.330 14.6531 0.146531 0.151248

2. Quantiles for each variable:

2.5% 25% 50% 75% 97.5%
(Intercept) 671.881 681.0989 686.161 691.0551 701.1505
str -1.864 -1.3496 -1.096 -0.8388 -0.3727
elpct -8.088 0.4904 5.066 9.4720 17.8118
FracEL -1845.470 -1011.7771 -571.650 -113.3976 744.5614
sigma?2 183.523 200.0768 209.677 219.8204 240.6606

Zuriick zur Motivation
« Unterschiede im Spielerfolg lassen sich vor allem durch regionale Zugehorigkeit erkla-

ren. Spieler aus dem Norden Europas bauen zu Beginn des Spiels Vertrauen auf, und
konnen das im Laufe des Spiels ausnutzen.

Andere Faktoren, wie Geschlecht, Alter, Geschwister, etc., tragen nur wenig bei.

Bornhorst, Ichino, Kirchkamp, Schlag, Winter (2010), “Similarities and Differences when
Building Trust: the Role of Cultures”, Experimental Economics, Vol. 13/3, pp. 260-283.

10.11. Literatur

« Doli¢, Statistik mit R, Kapitel 9.2.
« Verzani, Using R for Introductory Statistics, Chapter 10.3.

« Stock and Watson. Introduction to Econometrics, Brief Edition, Chapter 6.
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10.12. Schliisselbegriffe

multiple Regression

Spezifikationsfehler

o Omitted variable bias

Overfitting, Multikollinearitat

Lineare Hypothesen die mehrere Koeffizienten betreffen

Anhang 10.A Beispiele fiir die Vorlesung
Fiir Thre Schéatzung verwenden Sie die Regressionsgleichung

Y=2030+ B X+u.
Welche Aussage trifft zu:

1. Wenn 3; signifikant von O verschieden ist, dann beeinflusst die Variable X die Variable

Y kausal.

2. Wenn Sie feststellen, dass 3; signifikant von O verschieden ist, dann gibt es einen li-
nearen Zusammenhang zwischen X und Y.

3. Wenn 0 im Konfidenzintervall fiir 3; liegt, dann ist (37 nicht signifikant von O verschie-
den

4. Wenn 0 nicht im Konfidenzintervall fiir (3; liegt, dann ist 3; signifikant von O verschie-
den

5. Die Schétzung fiir 37 wird um so genauer, je starker X und u korreliert sind.

Betrachten Sie das folgende Ergebnis einer Regression. Gehen Sie von einem Signifikanz-
niveau von 5% aus:

Call: Im(formula =y ~ x1 + x2)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 6.967 8.329 0.836 0.4305
x1 8.222 2.697 3.049 0.0186 *
x2 -3.182 1.453 -2.189 0.0648 .
Signif. codes: 0 “**x’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘%’ 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 11.09 on 7 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5962, Adjusted R-squared: 0.4808
F-statistic: 5.168 on 2 and 7 DF, p-value: 0.04184
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1. x1 hat einen signifikanten Einfluss auf y.
2. x2 hat einen signifikanten Einfluss auf y.
3. Die Hypothese, der marginale Effekt von x1 auf y sei —5, wird abgelehnt.
4. Die Hypothese, der marginale Effekt von x2 auf y sei —5, wird abgelehnt.

5. Die Hypothese, der Zusammenhang von x1 auf y sei nicht linear, kann abgelehnt wer-
den.

Nun erweitern Sie die obige Regression um die Variable x3. Sie erhalten folgendes Ergeb-
nis:

Call: Im(formula =y ~ x1 + x2 + x3)
Coefficients: (1 not defined because of singularities)
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 6.967 8.329 0.836 0.4305

x1 8.222 2.697 3.049 0.0186 =*

x2 -3.182 1.453 -2.189 0.0648 .

x3 NA NA NA NA

Signif. codes: 0 “*xx’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 11.09 on 7 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5962, Adjusted R-squared: 0.4808
F-statistic: 5.168 on 2 and 7 DF, p-value: 0.04184

1. Der Einfluss von x3 auf y ist nicht signifikant.

2. Der marginale Effekt von x3 ist Null.

3. x3 ist eine lineare Funktion von x1 und x2.

4. x3 ist eine nicht-lineare Funktion von x1 und x2.

5. Das Modell erklart 59.62% der Varianz von y.

Anhang 10.B  Ubungen

Ubung 10.2 Sie betreiben eine Baumschule und versuchen, das Wachstum Ihrer Biume mit
unterschiedlichen Diingemitteln A, B, und C zu steigern. Sie diingen 100 Bdume mit unter-
schiedlichen Kombinationen der drei Diingemittel und messen die GrofSe nach einem jahr. In
Ihrem Datensatz isty die Grofle des Baums, und a, b und c sind die Mengen der Diingemittel.
Sie berechnen in R eine lineare Regression der abhdngigen Variablen y auf die unabhdngigen
a, b, und c. Den Output sehen Sie links, einen diagnostischen Plot der Residuen iiber die “fitted
values” rechts:
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Call:
Im(formula =y ~ a + b + ¢)

Coefficients:
(Intercept) a b
52.815 1.513 -1.062
summary (est)
Call:
Im(formula =y ~ a + b + c)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q

-20.0487 -6.1479 -0.1334

Coefficients:

-14.899

Max

6.6716 31.3493

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 52.815 3.033 17.412 < 2e-16 **x*

a 1.513 3.360 0.450 0.653

b -1.062 3.372 -0.315 0.754

c -14.899 3.633 -4.101 0.0000862 x*x**

Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 9.571 on 96 degrees of freedom

Multiple R-squared:
F-statistic: 5.796 on 3 and 96 DF,

plot(est,which=1)

0.1533, Adjusted R-squared:
p-value: 0.001101

0.1269
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1. Betrachten Sie den diagnostischen Plot. Hilft Thnen diese Plot zu entscheiden, ob An-
nahmen des klassichen Regressionsmodells erfiillt oder verletzt sind? Falls ja, welche
Annahmen sind erfiillt bzw. verletzt bzw. konnen anhand der Graphik nicht beurteilt
werden?

2. Gehen Sie nun davon aus, dass alle Annahmen des Regressionsmodells erfiillt sind. Um
welchen Betrag steigt die Grofle Ihrer Biume etwa, wenn Sie den Anteil des Diinge-
mittels C um eine Einheit erhohen?

3. Ein befreundeter Gartner behauptet, die von Thnen eingesetzten Diingemittel hétten
iiberhaupt keine Wirkung. Falls Sie eine Wirkung beobachtet hitten, sei das purer
Zufall. Kénnen Sie dieser Ansicht etwas entgegenhalten? Wenn ja, fiir welche Diinge-
mittel? Begriinden Sie Thre Antwort.

4. Durch ein Versehen wurden 100 neugepflanzte Bdume mit jeweils 10 Einheiten des
Diungemittels B behandelt. Erwarten Sie, dass diese Baume grofier oder kleiner als
unbehandelte Baume werden? Wenn ja, um wieviel werden sie im Mittel grofier oder
kleiner?

Ubung 10.3 Sie wollen herausfinden, ob Geschlecht oder Staatsangehorigkeit einen Effekt auf
die Ergebnisse von Kindern in einem Test von 6konomischen Verstdndnis haben.

In Threm Regressionsmodell wird das Ergebnis des Okonomietests S; eines Schiilers 1 ausge-
driickt durch das Testergebnis in einem allgemeinen standardisierten Intelligenztest I; (mit Mit-
telwert 100 und Standardabweichung 15), durch den Mittelwert der Ausbildungsjahre der Eltern
Ay, sowie durch die Dummyvariablen G; fiir das Geschlecht (1 wenn weiblich, 0 sonst) und D;
fiir die Staatsangehorigkeit (1 wenn deutsch, 0 sonst).

Leider ist der Zugang zum Datensatz nicht mehr moglich. Sie sehen nur die Ergebnisse der
durchgefiihrten Regression (Standardfehler in Klammern):

S =5.7—0.63-Xq; —0.22 - X5 + 0.16 - Xz; + 1.2 - X3
(0.63) (0.88) (0.08) (0.1)

Die Regression beruht auf 62 Beobachtungen, R? = 0, 54.

1. Versuchen Sie zu bestimmen, welches Schétzergebnis zu welcher Variablen gehort.
Begriinden Sie Thre Antwort genau.

2. Bestimmen Sie ausgehend von Threr Antwort zu Aufgabe [l passende Hypothesen fiir
die Variablen. Testen Sie diese Hypothesen zum 5%-Signifikanzniveau.

a) Welche Teststatistiken berechnen Sie?
b) Welche Verteilungsfunktion miissen Sie verwenden?
Falls unterschiedliche Annahmen zu unterschiedlichen Verteilungsfunktionen fiih-

ren, erkldren Sie, welche Annahmen welche Verteilungsfunktion rechtfertigen.

3. Was ist Ihrer Meinung nach der Effekt von Geschlecht und Staatsangehorigkeit auf das
Testergebnis S; in diesem Sample?

© Dliver Kirchkamp
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Ubung 10.5 Ein Marktforschungsunternehmen untersucht den Zusammenhang zwischen der
Nachfrage nach Schokolade, dem verfiigbaren Einkommen und der Nachfrage nach Gummitie-
ren. Dabei soll folgender Zusammenhang gelten:

Nachfrage nach Schokolade =[3; - verfiigbares Einkommen
-+, - Nachfrage nach Gummitieren
+Bo+u

Sie analysieren die Daten der Nachfrage nach Schokolade (in Tsd.), das durchschnittliche ver-
fiigbare Einkommen (in Euro) und der Nachfrage nach Gummitieren (in Tsd.) der letzten 10
Jahre und erhalten den folgenden Output:

Schokolade <- ¢(1000,2370,1580,960,5670,2090,4650,3020,3650,1960)
Einkommen <- ¢(1710,1701,1806,1613,2097,1793,1930,1857,1820,1698)
Gummitiere <- ¢(970,4870,3170,980,3560,2080,5600,4360,1530,910)

summary (1lm(Schokolade~Einkommen+Gummitiere))

Call:
Im(formula = Schokolade ~ Einkommen + Gummitiere)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1189.6 -416.7 183.9 425.3 933.5

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -14663.2577 3477.3113 -4.217 0.00395 x*x*

Einkommen 9.4543 2.0460 4.621 0.00242 *x*
Gummitiere 0.1130 0.1614 0.700 0.50634
Signif. codes: O '#*x' 0.001 '*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 720.2 on 7 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8336, Adjusted R-squared: 0.7861
F-statistic: 17.54 on 2 and 7 DF, p-value: 0.001878

Nachfrage nach Schokolade =f3; - verfiigbares Einkommen
+32 - Nachfrage nach Gummitieren
+Bo+u

1. Wie grof3 sind die Werte von 3¢, 37 und f3,?

2. Wie grof} ist das Bestimmtheitsmaf3?


http://www.kirchkamp.de/

196 — [ 15 November 2025 18:22:55 (2c16c7a) ]

3. Hat die Nachfrage nach Gummitieren einen signifikanten Einfluss auf die Nachfrage
nach Schokolade?

4. Hat das Einkommen einen signifikanten Einfluss auf die Nachfrage nach Schokolade?

5. Bestimmen Sie ein 95%-Konfidenzintervall fur den Einfluss des Einkommens.

6. Priifen Sie die Hypothese: Die Nachfrage nach Gummitieren und die nach Schokolade
verandern sich 1:1, wenn die Nachfrage nach Gummitieren um eine Einheit steigt, dann

steigt auch die Nachfrage nach Schokolade um eine Einheit.

Ubung 10.6 Sie schdtzen ein lineares Regressionsmodell um den Einfluss von drei Variablen,
z1, 2, und =3 auf y zu ermitteln. Sie erhalten folgendes Ergebnis:

Im(formula = y ~ x1 + x2 + x3)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -0.2 1.0 -0.2 0.842
x1 0.5 1.0 0.5 0.618
x2 1.5 1.0 1.5 0.137
x3 -1.5 1.5 -1.0 0.320

1. Ihre Nullhypothese ist, dass bei einer Steigerung von 2 um 10 Einheiten die Variable y
um 20 Einheiten wdchst. Wie grof3 ist bei einem zweiseitigen Test der absolute Betrag Ihrer
Teststatistik, wenn Ihr Datensatz 100 Beobachtungen enthdlt?

2. Welchen p-Wert erhalten Sie fiir den Test der obigen Hypothese?

Ubung 10.7 « Verwenden Sie den Datensatz BudgetFood aus der Bibliothek Ecdat um
den Anteil der Ausgaben fiir Lebensmittel wfood an den Haushaltsausgaben als Funktion
der Gesamtausgaben totexp, dem Alter age der befragten Person und der GrofSe des
Haushalts size zu erkldren.

« Nun ziehen Sie jeweils eine Stichprobe der GrofSe 10. Betrachten Sie die gemeinsame Ver-
teilung der Koeffizienten von totexp und age.

(trueTheta <- with(BudgetFood,coef (Im(wfood ~ totexp + age + size))))
N <- dim(BudgetFood) [1]
estimates <- t(replicate(200,with(sample(BudgetFood[sample(1:N,10),]),
coef (Im(wfood ~ totexp + age + size)))))
with(as.data.frame(estimates) ,plot(totexp ~ age))
abline (h=trueTheta["totexp"],v=trueTheta["age"],col="red")
abline (h=0,v=0,1ty="dotted")

© Oliver Kirchkamp
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Anhang 10.C Omitted variable bias

Das wahre Modell sei
y=XiB; +XoB,+u

was passiert, wenn wir in der Spezifikation des Modells X; vergessen?
B _ (Xlx)—]X/y
X+
by = (X{X)) ' X{y
= (XX TX{(XiBy + X2By + 1)
= (XIX) XX By 4 (X)) XX, + (X X) T X u
E(b) = B+ (XiXi) XX,

dieser Ausdruck ist = 3; nur wenn
L] [32 prm— O
« oder X;X; = 0, d.h. X; und X; sind orthogonal

Anhang 10.D Details zu Hypothesentest und Konfidenzinterval

Hypothesentests Oben haben wir R verwendet, um einfache Hypothesentests durchzu-
fihren. Hier die Details:
Um die Hypothese Hy : 35 = B, versus H; : 35 # 35,0 zu testen:

« bestimme die t Statistik:

N

¢Stichp. Bi — Bio

GBj
« Der p-Wert ist p = Pr (It! > !tSﬁChp'D = 2 - Fn(—[tStiche|)
Wir speichern das Ergebnis unserer Schatzung in der Variablen est

est <- 1lm(testscr ~ str + elpct)

Jetzt rechnen wir die p-Werte selbst aus (Hy ist § = 0)
diag (X) beschreibt die Diagonalmatrix von X falls X eine quadratische Matrix ist. Fiir einen Vektor x spannt
diag(x) die Diagonalmatrix auf. coef extrahiert die geschatzten Koeffizienten aus einem Modell.
Homoskedastische Varianz-Kovarianzmatrix von B

Tpp = Gu(X'X)™!

vcov(est)

(Intercept) str elpct
(Intercept) 54.92755274 -2.79596671 0.030730824
str -2.79596671 0.14461160 -0.002807340

elpct 0.03073082 -0.00280734 0.001547836
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Nur die Varianzen:

diag(vcov(est))

(Intercept) str elpct
54.9275562738 0.144611598 0.001547836

Aus der Varianz-Kovarianz-Matrix 2, extrahieren wir die Standardabweichung von 3:

(stddev <- sqrt(diag(vcov(est))))

(Intercept) str elpct
7.41131248 0.38027832 0.03934255

A

. i — 15,0
zur Erinnerung: t = BJA—BJ
GE'
j
(t <= coef(est) / stddev)
(Intercept) str elpct

92.565554 -2.896026 -16.515879

falls Pj0=0 dann t=

Jetzt konnen wir unsere p-Werte ausrechnen:

zur Erinnerung: p =2 - Fy(—It])

round (2*pnorm(- abs(t)),5)

(Intercept) str elpct
0.00000 0.00378 0.00000

Und hier ist das Ergebnis, das R uns liefert:

xtable(est)
Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)
(Intercept) 686.0322 7.4113 92.57 0.0000
str -1.1013 0.3803 -2.90 0.0040
elpct -0.6498 0.0393 -16.52 0.0000

~

j
O'[gj

Da R annimmt, die Residuen seien normalverteilt, und da die Stichprobe nur endlich grof§
ist, rechnet R die p-Werte mit der t-Verteilung und nicht mit der Normalverteilung aus. Der

Unterschied ist nicht grofS.

© Dliver Kirchkamp
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Konfidenzintervalle Mit der obigen geschatzten Standardabweichung kénnen wir auch
Konfidenzintervalle berechnen:
Hier nochmal die bekannte Formel fur Konfidenzintervalle fir Mittelwerte:

rocon(3) o 0n (3)

Bei Regressionskoeflizienten geht es genauso:

B+0og-Qu(3).B-0p-Qu(3)]

bzw., falls wir die t-Verteilung mit n — k — 1 Freiheitsgraden verwenden (weil wir (wie R)
annehmen, dass die Residuen normalverteilt sind und die Stichprobe nur endlich grof ist):

x

B+og- Qi (5) 805 Qi (5)]

Konfidenzintervall fir 3
coef (est) - gnorm(.975) * stddev

(Intercept) str elpct
671.5063431 -1.8466277 -0.7268868

coef (est) + gnorm(.975) * stddev

(Intercept) str elpct
700.5581542 -0.3559641 -0.5726668

Abhangigkeit der geschatzten Standardabweichung von der Modellspezifikation
Nicht nur 3, auch die geschétzte Standardabweichung og héngen von der Modellspezifika-
tion ab.

Vergleiche die Standardabweichung des Koeffizienten von str in den verschiedenen Schatz-
gleichungen:

sqrt(diag(vcov(lm(testscr ~ str )))) ["str"]

str
0.4798256

sqrt(diag(vcov(lm(testscr ~ str + elpct)))) ["str"]

str
0.3802783

sqrt(diag(vcov(lm(testscr ~ str + elpct + expnstu)))) ["str"]

str
0.4805232
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Anhang 10.E Restriktionen mit mehreren Koeffizienten

Wenn wir eine Regressionsgleichung mit mehreren Koeffizienten schatzen, dann wollen wir
oft auch Hypothesen testen, die mehrere Koeffizienten betreffen. Der Datensatz RetSchool
erlaubt uns, einen Zusammenhang zwischen dem Lohn und anderen erkldrenden Variablen,
z.B. dem Ausbildungsniveau der Eltern herzustellen.

wage76 ~ grade76 + age76 + black + momed + daded

Hypothese: Buonea = Paadea (Ausbildung beider Elternteile hat den gleichen Einfluss auf
den Lohn)
Losungsweg 1 (Gleichung umformen, t-test): Allgemein:

y = Bo+PiXs+P2Xs+u
Bo+ (B1—B2)Xi + B2(Xa + Xp) +u

In der neuen Gleichung ist die Differenz (31 — [32), die uns interessiert, ein Koeffizient, den

wir schatzen konnen.
Probieren wir es mit unserem Datensatz aus. X; entspricht momed, X, entspricht daded.
Unsere neue Variable X; + X; ist also momed+daded.

data(RetSchool, package = "Ecdat")
attach(RetSchool)

momdaded <- momed+daded

Zunichst die urspriingliche Regression:

xtable(1m(wage76 ~ grade76 + age76 + black + momed + daded ))

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 0.0026 0.0769 0.03 0.9734
grade76 0.0395 0.0030 13.13  0.0000
age76 0.0392 0.0023 17.41  0.0000
black -0.2183 0.0177 -12.31 0.0000
momed 0.0072 0.0029 2.47 0.0136
daded 0.0005 0.0026 0.18 0.8603

Jetzt die modifizierte Regression:

xtable(1m(wage76 ~ grade76 + age76 + black + momed + momdaded ))

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t])

(Intercept) 0.0026 0.0769 0.03 0.9734
grade76 0.0395 0.0030 13.13  0.0000
age76 0.0392 0.0023 17.41  0.0000
black -0.2183 0.0177 -12.31 0.0000
momed 0.0068 0.0047 1.44 0.1510
momdaded 0.0005 0.0026 0.18 0.8603
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Die geschatzte Differenz zwischen dem Effekt von momed und daded in der urspriinglichen
Gleichung ist in dieser Spezifikation der Koeffizient von momed, also etwa 0.00678 mit einem

p-Wert 0.151. Die Differenz ist also nicht signifikant von Null verschieden.
Moderne Statistikprogramme ersparen uns diese Umformulierung. In R schitzen wir ein-
fach wie gewohnt das unveranderte Modell...

est <- lm(wage76 ~ grade76 + age76 + black + momed + daded)

...und wenden dann die Funktion 1inearHypothesis an:

linearHypothesis(est, "momed=daded")
Linear hypothesis test

Hypothesis:
momed - daded = 0

Model 1: restricted model
Model 2: wage76 ~ grade76 + age76 + black + momed + daded

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 3054 463.32
2 3053 463.01 1 0.31293 2.0634 0.151

Anhang 10.E Modellspezifikation
10.E.1 Motivation

Erwartungsbildung Fiir wirtschaftsliche Entscheidungen sind Erwartungen tiber die Zu-
kunft sehr wichtig. In der Fiskalpolitik kann man z.B. annehmen, dass Konsumenten »ratio-
nale Erwartungen« bilden, also die Entscheidungen des Staates wenigstens im Mittel richtig
vorhersehen.

G+T
& 5
| |
|
T T

30 — —

1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000

year
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« Versuchspersonen bilden Erwartungen tiber zukiinftige Steuern (T) und Staatsausga-
ben (G).

— Welches Modell beschreibt die Erwartungsbildung unserer Versuchspersonen gut?

Michele Bernasconi, Oliver Kirchkamp, Paolo Paruolo (2009), “Do fiscal variables affect
fiscal expectations? Experiments with real world and lab data”, Journal of Economic Behavior
and Organisation, Vol. 70(1-2), pp. 253-265.

Modellspezifikation In Kapitel haben wir gesehen, dass ein Modell weder zu klein,
noch zu grof} sein sollte:

« Modell zu klein (zu wenige erklarende Variablen): Omitted variable bias
« Modell zu grofi (zu viele erkldarende Variablen): Overfitting, Multicollinearity

Was also ist die richtige Grofle fiir ein Modell? Welche Variablen sollten wir in die Schétz-
gleichung aufnehmen, welche nicht?

Leider sind wir nur selten in der Lage, das »richtige« Modell bereits zu kennen. Es gibt aber
einige Verfahren, die uns bei der Suche nach einem »verniinftigen« Modell unterstiitzen.

e testscr ~ distcod + county + district + grspan + enrltot + teachers +
calwpct + mealpct + computer + compstu + expnstu + str + avginc + elpct
+ readscr + mathscr

Dieses Modell ist vermutlich zu grof3. Der »Fit« des Modells wird zwar sehr gut sein,
aber welcher dieser Koeflizienten ist nun wirklich entscheidend? Viele Koeffizienten
messen sehr dhnliche Dinge (z.B. compstu und expnstu — wir konnen annehmen, dass
in Schulen mit vielen Computern pro Schiiler auch die Gesamtausgaben pro Schiiler

grof} sind).
e testscr ~ str

o Omitted variable bias Dieses Mo@ell ist zu klein. Wir lassen 3, weg, obwohl es eine
Rolle spielen konnte. Deshalb ist 37 moglicherweise verzerrt.

E(by) = B, + (X]X1) ' X{X2B,

« Overfitting (Multikollinearitat) Unser Modell enthélt zu viele Variablen die jeweils sehr
ahnliche Dinge messen. Deshalb ist die Schiatzung ungenau, die Varianz unserer Schit-
zer grof3.

Zap = (XXX Tu?X(X'X)™!
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Vorgehen bei der Suche nach dem richtigen Modell
— beginne mit eine »base specification«

— darauf aufbauend werden »alternative specifications« entwickelt

wenn sich in einer »alternative specification« Koeffizienten dndern, kann das ein Hin-
weis auf omitted variable bias sein

« Skaliere die Koeffizienten so, dass die Schétzergebnisse leicht zu lesen und zu inter-

pretieren sind.

10.E.2 Skalierung von Variablen und Koeffizienten

« Der Anteil der »english learners« elpct kann entweder als Prozentzahl (zwischen 0
und 100%) oder als relativer Anteil (zwischen 0 und 1) angegeben werden.

+ Die Ausgaben pro Schiiler expnstu konnen entweder in Dollar, oder in Tausend Dollar
angegeben werden.

Welche Darstellung ist besser verstandlich?

data(Caschool,package="Ecdat")
attach(Caschool)
Im(testscr ~ str + elpct + expnstu)

Call:
Im(formula = testscr ~ str + elpct + expnstu)

Coefficients:
(Intercept) str elpct expnstu
649.577947 -0.286399 -0.656023 0.003868

elratio <- elpct/100
Im(testscr ~ str + elratio + expnstu)

Call:
Im(formula = testscr ~ str + elratio + expnstu)

Coefficients:
(Intercept) str elratio expnstu
649.577947 -0.286399 -65.602266 0.003868

Im(testscr ~ str + elpct + expnstu)

expnstuTSD <- expnstu/1000
Im(testscr ~ str + elpct + expnstuTSD)
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Call:
lm(formula = testscr ~ str + elpct + expnstuTSD)

Coefficients:
(Intercept) str elpct  expnstuTSD
649.5779 -0.2864 -0.6560 3.8679

In 2014 ‘Thiiringen 8300€/Schiilerin und Schiiler
NRW 5900€ /Schiilerin und Schiiler

Was bringt eine weitere Variable
. messe R?
. messe Beitrag zum R?

betrachte p-Wert der t-Statistik

betrachte p-Wert der Varianzanalyse

10.E.3 Messe R?

Ist ein Modell mit einem groflen R? ein »gutes« Modell?

RE_1_ SSR _ erklérte Varianz
B TSS  gesamte Varianz

« R? misst nur den »fit« der Regression
« R? misst keine Kausalitit (z.B. Parkplatz — testscr)

RZ misst nicht die Abwesenheit von Omitted variable bias

R? misst nicht die Korrektheit der Spezifikation

par (mfrow=c(1,3) ,mar=c(4.5,4.5,4,0) ,mex=.65)
plot(testscr ~ elpct,main="English learner [\\%]")
plot(testscr ~ mealpct,main="reduced price lunch [\\%]")
plot(testscr ~ calwpct,main="income assistance [\\%]")

Interpretation von Korrelationen

© Oliver Kirchkamp
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English learner [%]

reduced price lunch [%] income assistance [%]

testscr

660
.

testscr
testscr

640
.

mealpct calwpct

Konnen wir diese Korrelation z.B. so interpretieren, dass mehr Geld fiir Schulspeisung oder
mehr Sozialhilfe zu schlechteren Leistungen fithrt? — Vermutlich nicht!

Der Output der Regression wird uns nicht sagen, ob die »erklarende« Variable wirklich
kausal verantwortlich ist, oder ob sie nur mit einer latenten Variablen, die wir nicht beob-
achten konnen (hier im Beispiel etwa Einkommen der Eltern), korreliert ist.

Obwohl wir also bei der Interpretation von Korrelationen Vorsicht walten lassen miissen,
ist es interessant, sich den Beitrag anzusehen, den eine erklarende Variable zum R? leistet.
Das machen wir im nachsten Abschnitt.

10.E.4 Messe Beitrag zum R?

Vergleichen wir zunichst eine Reihe von Schitzungen und ihr jeweiliges R:

summary (Ilm(testscr
[1] 0.0512401
summary (lm(testscr
[1] 0.4264314
summary (1lm(testscr
[1] 0.7745159
summary (lm(testscr
[1] 0.7748501
summary (1lm(testscr

[1] 0.775369

str

str

str

str

str

))$r.squared

+ elpct ))$r.squared

+ elpct + mealpct))$r.squared

+ elpct + mealpct + calwpct ))$r.squared

+ elpct + mealpct + calwpct + enrltot))$r.squared
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Wihrend der Beitrag von mealpct zum R? klein ist, wenn man mealpct erst zum Schluss
zu einem Modell hinzufiigt, ist der Beitrag grofier, wenn man mit mealpct beginnt:

summary (lm(testscr
[1] 0.7547648
summary (lm(testscr
[1] 0.7552973
summary (lm(testscr
[1] 0.7570513
summary (lm(testscr
[1] 0.7670684
summary (lm(testscr

[1] 0.775369

~ mealpct))$r.squared

~ mealpct +

~ mealpct +

~ mealpct +

~ mealpct +

calwpct ))$r.squared

calwpct + enrltot ))$r.squared

calwpct + enrltot + str ))$r.squared

calwpct + enrltot + str + elpct ))$r.squared

Die Linge der Pfeile im folgenden Bild gibt jeweils an, wie grofy das R? eines Modells ist:

Betrachte eine Folge von Modellen mit unabhéngigen Variablen X;, X;, X3, X4. Wir begin-
nen mit einem kleinen Modell (eine Variable) und fiigen Schritt fiir Schritt weitere Variablen
hinzu. Im ersten Bild beginnen wir mit X;:

Xi

X1+ X5

X1+ X+ X3

X1+ X0+ X3+ Xy

Hier ist eine andere Folge von Modellen. X; wird erst am Schluss hinzugefigt:

X2

X2+ X3

X4+ X3+ Xy

X1+ X0+ X3+ Xy

Problem: Der Beitrag einer Variablen zum R? hangt davon ab, an welcher Stelle die Variable

hinzugefiigt wird.

. "first": Beitrag zum R?, wenn die Variable als einzige (und erste) im Modell ist.

© Oliver Kirchkamp
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. "last": Beitrag zum R?, wenn die Variable als letzte hinzugefiigt wird.

« "1lmg": Mittelwert aus allen denkbaren Reihenfolgen (Lindemann, Merenda, Gold, 1980).

« "pmvd" (“proportional marginal variance decomposition”, Feldman, 2005). Gewichtung
der Reihenfolgen, die unter anderem dafiir sorgt, dass (auch bei Korrelation von Fak-

toren) der Beitrag eines Faktors an der erkldren Varianz im Anteil dieses Faktors mo-
noton steigt.

Die Berechnung des Beitrages zum R? iibernimmt das Kommando calc.relimp aus der Bibliothek relaimpo.

library(relaimpo)
est <- lm(testscr ~ str + elpct + mealpct + calwpct + enrltot)
plot(calc.relimp(est,type=c("first","last","lmg","pmvd")))

Relative importances for testscr

) Method LMG ) Method PMVD

£ £

8 8

- -

3 3

> >

e - e ]

S o [ ] [ ] S o

« «

[ )

- -

s str elpc  meal calw enrl b str elpc  meal calw enrl
5N 5N

g Method Last g Method First

£ £

8 8

- -

3 3

> >

g S g S

g I 5 ] 1
a o aQ o

« «

I I

- -

3 str elpc  meal calw enrl 3 str elpc  meal calw enrl
5N 5N

R2=77.54 %, metrics are not normalized.

Die verschiedenen Grafiken, first, last, 1mg, und pmvd, stellen die Ergebnisse der ver-
schiedenen Methoden dar. Wir haben oben gesehen, dass die Ergebnisse sehr unterschiedlich
sein konnen. pmvd stellt einen Kompromiss dar.

Im Diagramm fiir pmvd sehen wir, dass die beiden Variablen calwpct und enrltot bei-
de weniger als 1% zum R? beitragen. Wir verlieren also wenig, wenn wir diese Variablen
weglassen.

Falls bei lhnen "pmvd" nicht funktioniert: "pmvd" ist nur in der non-US Version von relaimpo verfiigbar.

Diese Version kénnen Sie von der Homepage der Autorin von relaimpo herunterladen.
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10.E.5 Informationskriterien

Varianzanalyse, RSS und log-Likelihood Anhang vergleicht die unerkldrte Varianz
RSS zweier Modelle detaillierter als wir das hier tun. Ein kleines Modell mit RSS;, und ein
grofleres Modell mit RSS;. Das grofiere Modell kann mehr erklaren, also ist RSS; kleiner.
Varianzanalyse fragt, ob RSS; signifikant kleiner ist.

RSS] — RSSZ n— kz
RSS; ky — K

~ F(kZ*k1 m—kz)

Sei L die log-Likelihood des geschétzten Modells.
Man kann zeigen, dass fiir lineare Modelle gilt

—2-L=n-log$—|—€

Dann ist aber

—log

RSS RSS
2-(L2—L1)=n-(log n1 n2>:

=mnlog WSZ ~ X,k

Wenn wir zwei Modelle vergleichen wollen, konnen wir entweder die log-Likelihood ver-
gleichen, oder die RSS.

est2 <- Im(testscr ~ str + elpct + mealpct + calwpct)
estl <- Im(testscr ~ str + mealpct + calwpct)

anova(estl,est2,test="Chisq")

Res.Df RSS Df SumofSq Pr(>Chi)
1 416 35450.80
2 415 34247.46 1 1203.33 0.0001

Alternativ (und das werden in Anhang machen) kann man die F-Verteilung benutzen.
Die Ergebnisse sind sehr dhnlich:

anova(estl,est2)

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 416 35450.80
2 415 34247.46 1 1203.33 14.58 0.0002

Hier wird allerdings die F-Verteilung verwendet. Dazu gehort auch eine andere Formel:

RSS] — RSSZ n— kz
RSSZ kz — k]

~ sz 7k1 ,nsz
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Ein ahnliches Verfahren benutzt Informationskriterien Ziel: Finde ein Modell, das
die Daten gut erklart, aber moglichst wenige Parameter hat.

« L log-Likelihood des geschatzten Modells
+ k Anzahl der Parameter
« 1 Anzahl der Beobachtungen
Hirotsugo Akaike (1971): An Information Criterion:
AIC=-2-L+2-k

Ein anderes Informationskriterium ist das BIC:
Gideon E. Schwarz (1978): Bayesian Information Criterion

BIC=-2-L+k-logn

In beiden Fallen wird das Kriterium, AIC oder BIC, minimiert. Eine grofle Likelihood wird
belohnt, aber ein grofles Model wird bestraft.
Die Funktion extractAIC bestimmt das AIC einer Regression.

extractAIC(1m(testscr ~ str + elpct + mealpct + calwpct + enrltot))

[1] 6.000 1859.498

Wir interessiere uns hier nur fiir die zweite Zahl im Output, das AIC.
Lassen wir nun die Variable calwpct weg, dann verkleinert sich das AIC:

extractAIC(Im(testscr ~ str + elpct + mealpct + enrltot))

[1] 5.000 1858.359

Dieses Modell wire also vorzuziehen. Das AIC ist etwas kleiner. Nun kann man verschie-
dene Modelle ausprobieren, jeweils das AIC berechnen, und nach einem méglichst kleinen
Wert suchen

Das Ausprobieren tibernimmt die Funktion step fiir uns.

step(lm(testscr ~ str + elpct + mealpct + calwpct + enrltot))

Start: AIC=1859.5
testscr ~ str + elpct + mealpct + calwpct + enrltot

Df Sum of Sq RSS AIC

- calwpct 1 70.1 34239 1858.4
- enrltot 1 78.9 34247 1858.5
<none> 34169 1859.5

- elpct 1 1262.6 35431 1872.7
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- str 1 16562.8 35721 1876.2
- mealpct 1 20702.3 54871 2056.4

Step: AIC=1858.36
testscr ~ str + elpct + mealpct + enrltot

Df Sum of Sq RSS AIC

- enrltot 1 60 34298 1857.1
<none> 34239 1858.4
- elpct 1 1208 35446 1870.9
- str 1 1496 35734 1874.3
- mealpct 1 51150 85388 2240.2

Step: AIC=1857.09
testscr ~ str + elpct + mealpct

Df Sum of Sq RSS AIC

<none> 34298 1857.1
- elpct 1 1167 35465 1869.1
- str 1 1441 35740 1872.4
- mealpct 1 52947 87245 2247.2

Der kleinste (beste) Wert des AIC ist also 1857.09 mit den erkldrenden Variablen str,elpct,mealpct

Anhang 10.F t-Statistik und p-Wert fiir individuelle Koeffizienten

Alternativ konnen wir wichtige von unwichtigen Koeffizienten trennen, indem wir die t-
Statistik bzw. den jeweiligen p-Wert betreachten.

~

Bi'_ Bi@

= ————0

op

i

Spielt ein Koeffizient keine Rolle, dann ist 3;0 = 0.

xtable(lm(testscr ~ str + elpct + mealpct + calwpct + enrltot))

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 701.3779 4.8052 145.96  0.0000
str -1.0804 0.2491 -4.34 0.0000

elpct -0.1429 0.0365 -3.91 0.0001
mealpct -0.5218 0.0329 -15.84 0.0000
calwpct -0.0568 0.0617 -0.92 0.3572
enrltot 0.0001 0.0001 0.98 0.3287

Hier wiirden wir also calwpct und enrltot aus dem Modell streichen.

10.F.1 Vergleich von Modellen
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library(memisc)

Nun schitzen wir einige Modelle:

estl <- Im(testscr ~ str)

est2 <- Ilm(testscr ~ str + elpct)

est3 <- 1lm(testscr ~ str + elpct + mealpct)

est4 <- 1lm(testscr ~ str + elpct + calwpct)

ests <- 1m(testscr ~ str + elpct + mealpct + calwpct)

texreg aus der library texreg stellt verschiedene Modelle tibersichtlich nebeneinander dar.

library (texreg)
texreg(list(estl,est2,est3,est4,esth))

Model 1 Model 2 Model 3 Model 4  Model 5
(Intercept) 698.93*** 686.03*** 700.15*** 698.00"** 700.39***
(9.47) (7.41) (4.69) (6.02) (4.70)

str —2.28"*  —1.10"* —1.00"* —1.31"* —1.01"**
(0.48) (0.38) (0.24) (0.31) (0.24)

elpct —0.65**  —0.12"*  —0.49"*  —0.13***
(0.04) (0.03) (0.03) (0.03)

mealpct —0.55*** —0.53"**
(0.02) (0.03)
calwpct —0.79 —0.05
(0.05) (0.06)
R’ 0.05 0.43 0.77 0.63 0.77
Adj. R? 0.05 0.42 0.77 0.63 0.77
Num. obs. 420 420 420 420 420

5 < 0.001; **p < 0.01; *p < 0.05

10.F.2 Diskussion
« Kontrolle fur Schilercharakteristika halbiert den Koeffizienten von str
+ Schiilercharakteristika sind gute Prediktoren

« Das Vorzeichen der Koeffizienten der Schiilercharakteristika stimmt mit den Bildern
uberein

+ Kontrollvariablen sind nicht immer signifikant

calwpct erscheint redundant in diesem Kontext

10.F.3 Literatur

« Verzani, Using R for Introductory Statistics, Chapter 10.3.5.

« Stock and Watson. Introduction to Econometrics, Brief Edition, Chapter 7, 9.
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10.F.4 Ubungen

Der Datensatz Wages:

lwage  logarithm of wage

ed years of education

exp years of full-time work experience
married married

south resides in the south ?

black is the individual black ?

wks weeks worked

union individual’s wage set by a union contract ?
ind works in a manufacturing industry

Betrachten Sie das folgende Schatzergebnis. Abhangige Variable ist 1wage.

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t])

(Intercept) 4.7657 0.1223 38.97 0.0000
ed 0.0686 0.0049 13.95 0.0000

exp 0.0110 0.0012 9.13  0.0000
marriedyes 0.2302 0.0344 6.69  0.0000
southyes -0.0802 0.0283 -2.83  0.0048
blackyes -0.1255 0.0498 -2.52  0.0121

wks 0.0072 0.0020 3.60  0.0004
unionyes 0.1233 0.0279 4.41  0.0000
ind 0.0135 0.0268 0.50  0.6157

R? =0.4037808
Ist das Modell gut spezifiziert?
Betrachten Sie den folgenden Beitrag zum R? (Img):

X
ed 0.1816

exp 0.0767
married 0.0721
south 0.0248
black 0.0187
wks 0.0147
union 0.0128
ind 0.0024

Welche Variablen beeinflussen den Lohn wesentlich?
Ist married ein Proxy fiir eine andere Variable?

© Dliver Kirchkamp
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est2<-1m(lwage ~ ed + exp + married + south
estl<-Im(lwage ~ ed + exp + married + south
anova(estl,est2)

Analysis of Variance Table

Model 1: lwage ~ ed + exp + married + south +
Model 2: lwage ~ ed + exp + married + south +
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(OF)

1 587 53.456
2 586 53.433 1 0.023002 0.2523 0.6157

anova(estl,est2,test="Chisq")
Analysis of Variance Table

Model 1: lwage ~ ed + exp + married + south +

Model 2: lwage ~ ed + exp + married + south +
Res.Df RSS Df Sum of Sq Pr(>Chi)

1 587 53.456

2 586 53.433 1 0.023002 0.6155

est2<-Im(lwage ~ ed + exp + married + south
estl<-Im(lwage ~ ed + exp + married + south
anova(estl,est2)

Analysis of Variance Table

Model 1: lwage ~ ed + exp + married + south +
Model 2: lwage ~ ed + exp + married + south +
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

1 588 54.045
2 587 53.456 1  0.58909 6.4688 0.01123 =*

Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' O
anova(estl,est2,test="Chisq")
Analysis of Variance Table

Model 1: lwage ~ ed + exp + married + south +

Model 2: lwage ~ ed + exp + married + south +
Res.Df RSS Df Sum of Sq Pr(>Chi)

1 588 54.045

2 587 53.456 1  0.58909 0.01098 =*

Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' O

step(est,steps=1)

Start: AIC=-1416.03

+ black + wks + union + ind)
+ black + wks + union)

black + wks + union

black + wks + union + ind

black + wks + union
black + wks + union + ind

+ black + wks + union)
+ wks + union)

wks + union
black + wks + union

.06 '." 0.1 " "1

wks + union
black + wks + union

.06 '." 0.1 " "1
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lwage ~ ed + exp + married + south + black + wks + union + ind

Df Sum of Sq RSS AIC
- ind 1 0.0230 53.456 -1417.8
<none> 53.433 -1416.0
- black 1 0.5781 54.011 -1411.6
- south 1 0.7306 54.163 -1410.0
- wks 1 1.1784 54.611 -1405.0
- union 1 1.7765 55.209 -1398.6
- married 1 4.0773 57.510 -1374.3
- exp 1 7.5962 61.029 -1338.9
- ed 1 17.7403 71.173 -1247.5

Step: AIC=-1417.77
lwage ~ ed + exp + married + south + black + wks + union

Call:

lm(formula = lwage ~ ed + exp + married + south + black + wks +
union)

Coefficients:

(Intercept) ed exp marriedyes southyes blackyes
4.77189 0.06818 0.01106 0.23264 -0.08121 -0.12653

wks unionyes

0.00729 0.12435

Start: AIC=-1417.77
lwage ~ ed + exp + married + south + black + wks + union

Df Sum of Sq RSS AIC
<none> 53.456 -1417.8
- black 1 0.5891 54.045 -1413.2
- south 1 0.7527 54.209 -1411.5
- wks 1 1.1959 54.652 -1406.6
- union 1 1.8155 55.271 -1399.9
- married 1 4.2469 57.703 -1374.3
- exp 1 7.7334 61.189 -1339.4
- ed 1 18.1454 71.601 -1245.9
Call:
Im(formula = lwage ~ ed + exp + married + south + black + wks +
union)
Coefficients:
(Intercept) ed exp marriedyes southyes blackyes
4.77189 0.06818 0.01106 0.23264 -0.08121 -0.12653
wks unionyes
0.00729 0.12435

Ubung 10.8 Sie schdtzen den Zusammenhang

Y=o+ R1X;+ P2Xy +P3Xz+u
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und erhalten das folgende Ergebnis:

3 o t p pmvd

(Intercept)  -3.00 12.00 -0.25 0.80 0.00
Xy 2300 2100 110 0.27 @ 0.10

X3 700 6.00 117 0.24 0.50

X3 411.00 50.00 8.22 0.00 0.40

Konnen Sie Ihre Gleichung vereinfachen?

Ubung 10.9 Sie schiitzen einen linearen Zusammenhang zwischen einer abhingigen Variablen
y und vier unabhdngigen Variablen 1, 2, 3, 4. Sie spezifizieren ein Modell, das alle vier
unabhdngigen Variablen enthdlt und erhalten im ersten Schritt einer schrittweisen Suche nach
einem Modell mit einem guten Informationskriterium folgenden Output:

Start: AIC=214.94
y ~x1 +x2 + x3 + x4

Df Sum of Sq RSS AIC

- x3 1 8.776 785.12 214.07
- x2 1 9.194 785.54 214.12
- x1 1 11.820 788.17 214.45
<none> 776.35 214.94

- x4 1 63.370 839.72 220.79

« Welche Variable sollten Sie als erste aus Ihrer Spezifikation entfernen?

« Welche Variable erscheint am wichtigsten?

Ubung 10.10 Verwenden Sie den Datensatz Schooling aus der Bibliothek Ecdat. Erkliren
Sie den Lohn wage76 als Funktion der Variablen Ausbildung ed76, Erfahrung exp76, Alter
age76, Ausbildung des Vaters daded, Ausbildung der Mutter momed, Hautfarbe b lack, gemes-
sene Intelligenz iqscore.

Verwenden Sie die in diesem Kapitel diskutierten Verfahren um zu entscheiden, welche Varia-
blen in das Modell aufgenommen werden sollten.

Ubung 10.11 Sie interessieren sich fiir die Lebenserwartung in den USA in den Jahren 1969-71.
Ihr fleifSiger Assistent hat Ihnen einen Datensatz zusammengestellt, in dem die Variablen wie
folgt bezeichnet sind:

Population population estimate as of July 1, 1975

Income per capita income (1974)

Illiteracy illiteracy (1970, percent of population)

Life.Ezp life expectancy in years (1969-71)

Murder murder and non-negligent manslaughter rate per 100,000 population
(1976)

HS.Grad percent high-school graduates (1970)

Frost mean number of days with minimum temperature below freezing

(1931-1960) in capital or large city
Area land area in square miles
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Auf der Suche nach einem passenden Modell fiir die Lebenserwartung L4 fe.Ezxp fiithren Sie
die folgenden Schritte in R durch:

library(Ecdat)

data(state)

statedata <- data.frame(state.x77, row.names=state.abb)
attach(statedata)

est <- 1lm(Life.Exp ~ Population + Income + Illiteracy + Murder + HS.Grad + Frost + Area)

step(est)

1. Welches Modell bevorzugen Sie auf Grundlage des AIC-Kriteriums?

2. Nehmen Sie an, Sie entscheiden sich fir das Modell mit den Variablen Intercept,
Illiteracy, Income, Population, Frost, HS.GradundMurder. Welche Bedeu-
tung hat in Threm Output AIC = -24.18?

3. Die Formeln fur AIC und BIC lauten
AIC=-2-L+2 -k

BIC=-2-L+k-logn.

L ist die log-Likelihood des geschétzten Modelles. Interpretieren Sie die einzelnen Ter-
me.

Ubung 10.12 1. Welche Nullhypothese stellen Sie auf, um zu iiberpriifen, ob eine Variable
(3; in ein Modell gehort?

2. Was bedeutet es, wenn Sie die Nullhypothese nicht ablehnen?
3. Was bedeutet es, wenn Sie die Nullhypothese ablehnen?

4. Welche Statistik verwenden Sie, um diese Hypothese zu testen? Wie berechnet sich diese
Statistik?

Ubung 10.13 Sie fiihren in R folgende Regressionsanalyse durch:

Absatzmenge <- c(300, 250, 100, 400, 600, 800)
Preis <- c(250, 225, 210, 300, 325, 250)
AusgabenWerbung <- c(600, 550, 450, 750, 900, 1100)
est <- 1lm (Absatzmenge ~ Preis + AusgabenWerbung)
(t_values <- coef(est)/sqrt(diag(vcov(est))))

(Intercept) Preis AusgabenWerbung
-4.0646354 -0.3102413 15.7876720

Ihr Signifikanzniveau betrdgt 10%. Verwenden Sie die folgende Tabelle um zu ermitteln, wel-
che Variablen von Null signifikant verschieden sind? QN ist das Quantil der Normalverteilung,
und Q. ist das Quantil der t-Verteilung mit k Freiheitsgraden.

© Oliver Kirchkamp
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X 0.001 0.0025 0.005 001 0.025 0.05 0.1
QV(x) -3.090 -2.807 -2576 -2326 -1960 -1.645 -1.282
Qi(x) -22.327 -14.089 -9.925 -6.965 -4.303 -2.920 -1.886
Qi(x) -10.215 -7.453 -5841 -4.541 -3.182 -2.353 -1.638
Qi(x) -7.173 -5598 -4.604 -3.747 -2.776 -2.132 -1.533
Qi(x) -5893 -4.773 -4.032 -3.365 -2571 -2.015 -1.476

Ubung 10.14 Ein Delikatessenhersteller in Deutschland besitzt 5 Filialen in 5 verschiedenen
Stadten. Das Geschdft lauft gut; es soll eine weitere Filiale erdffnet werden. Um eine richtige
Standortwahl treffen zu konnen, sollen die externen Erfolgsfaktoren des Gewinns identifiziert

werden. Dazu stehen ihnen folgende Daten zur Verfiigung:

earn <- c(20000,32500,42000,12000,28000)
hab <- ¢(12000,72000,164000,60000,16000)
slot <- ¢c(600,3600,8200,3000,800)

mil <- c(15,19,24,11,17)

1. Bestimmen Sie zu einem Signifikanzniveau von o« = 5% die Erfolgsfaktoren des Deli-
katessenhandlers auf Basis der IThnen zur Verfiigung stehenden Daten. Nutzen Sie dazu
eine OLS Regression mit jeweils nur einer unabhangigen Variablen. Welche Variablen
sind Erfolgsfaktoren?

2. Betrachten Sie nun die folgenden Regressionen mit mehreren unabhiangigen Variablen:

estl=1m(earn~hab+slot)
est2=1m(earn~hab+mil)
est3=1m(earn~mil+slot)
est4=1m(earn~hab+slot+mil)
mtable(estl, est2, est3, est4, coef.style="all", summary.stats=c("N"))

Calls:
estl: 1m(formula = earn ~ hab + slot)
est2: 1lm(formula = earn ~ hab + mil)
est3: 1lm(formula = earn ~ mil + slot)
est4: 1lm(formula = earn ~ hab + slot + mil)
estl est2 est3 estd
(Intercept) 18650.509 -14873.813 -14873.813 -14873.813
(6749.754) (4066.118) (4066.118) (4066.118)
(2.763) (-3.658) (-3.658) (-3.658)
(0.070) (0.067) (0.067) (0.067)
hab 0.127 -0.011 -0.011
(0.079) (0.022) (0.022)
(1.602) (-0.482) (-0.482)
(0.207) (0.677) (0.677)
mil 2469.044% 2469.044 % 2469.044x*
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(283.160) (283.160) (283.160)
(8.720) (8.720) (8.720)
(0.013) (0.013) (0.013)
slot -0.214
(0.444)
(-0.482)
(0.677)

Significance: ***x = p < 0.001; **x = p < 0.01; * = p < 0.05

Welche Variablen sind nun Erfolgsfaktoren?

3. Gibt es Regressoren die kollinear sind?

Ubung 10.15 Betrachten Sie folgenden Datensatz:

Y X Z
1T 2 -1
3 6 3
5 10 =5
7 14 7

Sie schdtzen Y; = o 4+ 1X; + Wi mit einem OLS-Schditzer.
1. Was ist Ihr Schdtzer fiir 317
2. Wie grof3 ist Ihr R??

3. Was passiert mit R> und AI1C, wenn Z in das Modell aufgenommen wird?

11. Kategoriale Variablen in der linearen Regression

11.1. Metrische und kategoriale Variablen

« Metrisch (Abstande haben eine Bedeutung)
— Bruttosozialprodukt
- Einkommen in Euro

- str(17.9, 21.5, 18.7, 17.4, 18.7...)

« Kategorial / diskret
- Geschlecht (F, M, M, F, M, F, F,...)
— Beruf (Backer, Schneider, Tischler, Backer,...)

— Wirtschaftszweig (Fischerei, Baugewerbe, Kunst, Gastronomie, Baugewerbe,...)

© Dliver Kirchkamp
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- Einkommen in Kategorien (< 30 000, 30 000 — 50 000, > 50 000....)

+ Binére Variablen / Dummy-Variablen (Spezialfall kategorialer Variablen)

Geschlecht: M/F

Einkommen grof3er als 40 000 Euro: Ja/Nein

Arbeitslosigkeit: Ja/Nein
Hochschulabschluss: Ja/Nein

« Oft codiert man binédren Variablen als 0 und 1, z.B. Nein=0, Ja=1, oder M=0, F=1.

In der Gleichung
testsrc = 3o + Pistr+u

war die unabhingige Variable str metrisch. Was aber, wenn wir tiber str nur binare Infor-
mation haben?
{1 falls str>20
large =

0 sonst

Schitze nun
testsrc = 3o + Bilarge +u

large <- str>20
Im(testscr ~ large)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t])
(Intercept) 657.1846 1.2023 546.62 0.0000
largeTRUE -7.1851 1.8520 -3.88 0.0001

Interpretation:

str <20 large =0 testscr = [3) = 657.1846
str > 20 large =1 testscr = 3o+ 31 = 649.9994

11.2. Regression mit einer Dummy-Variablen

Wie bisher, auch wenn X eine binédre Variable / Dummy-Variable ist, schitzen wir

Yi=Bo+ B Xi+u.
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Interpretation:

Falls Xi =0 Y'l = B() + 1wy
Der Mittelwert Y = 3
E(Yi[X; =0) = Bo

Falls X; =1: Yi =B+ B1 +w;
Der Mittelwert Y = By + B
E(YilXi =1) = Bo + B

B1 = E(YiX; = 1) — E(Yi|X; = 0) misst die Differenz der Mittelwerte der beiden Gruppen
in der Population. Der aus Kapitel § bekannte t-Test macht fast das gleiche:

t.test(testscr ~ large)

Welch Two Sample t-test

data: testscr by large
t = 3.9231, df = 393.72, p-value = 0.0001031
alternative hypothesis: true difference in means between group FALSE and group TRUE is not equa
95 percent confidence interval:
3.584445 10.785813
sample estimates:
mean in group FALSE mean in group TRUE
657.1846 649.9994

zum Vergleich nochmal das Ergebnis der Regression:

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)
(Intercept) 657.1846 1.2023 546.62 0.0000
largeTRUE -7.1851 1.8520 -3.88 0.0001

Die geschatzten Mittelwerte stimmen iiberein. Die t-Statistik und die Anzahl der Freiheits-
grade berticksichtigt beim t-Test, die unterschiedliche Varianz in beiden Gruppen. Bei der
Berechnung der t-Statistik und p-Werte in der OLS-Regression haben wir angenommen,
dass var(u) nicht von X abhangt. Deshalb gibt es hier kleine Abweichungen.

« Es ist egal, ob wir mit einem Student t Test Mittelwerte zwischen zwei Gruppen ver-
gleichen, oder eine Regression mit einer bindgren Variablen rechnen.

« Es ist auch egal, ob wir mit einer Varianzanalyse (F-Test) (siche Abschnitt [11.0) Mit-
telwerte zwischen mehr als zwei Gruppen vergleichen, oder eine Regression mit einer
kategorialen Variablen rechnen.

Warum macht man tiberhaupt eine Regression mit Dummy-Variablen (und nicht einfach
einen t-Test):

— Man kann weitere erklarende Variablen einfithren (und damit fiir weitere Effekte kon-
trollieren)
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11.2.1. Mehr als zwei Kategorien

Wenn eine Variable mehr als zwei Werte annehmen kann (Farbe=rot, griin, blau) brauchen
wir fiir jede weitere Kategorie eine weitere Dummy-Variable.

Regression mit konstantem Term f3y:
Y =B+ B1Xi +P2Xa+u

X X |
rot [0 0 | E(Y)=po
grin | 1 0 | E(Y) = Bo+ B
blau |0 1 | E(Y)=po+ B>

Hier ist »rot« die Referenzkategorie.

Im(Y ~ X1 + X2)

Regression ohne konstanten Term:
Y =01X+B2Xo + 33X +u

X5 X2 Xs|
rot 1 0 0 |EY) =p
grin [0 1 0 | E(Y)=p;
blau [0 0 1 | E(Y)=0p3

Hier gibt es keine Referenzkategorie.

Im(Y ~ X1 + X2 + X3 - 1)

Beispiel: Zur Illustration schauen wir uns den Einfluss des Durchschnittseinkommens
avginc auf testscr an. Im nachsten Kapitel werden wir das etwas ausfiihrlicher tun, hier
vergleichen wir nur drei Kategorien:

avgincCat <- cut(avginc,c(-Inf,10,20,Inf))
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0.08 —

0.06 —
40 —

0.04 —

Density

20 —

Percent of Total

0.02 —

0.00 —

I I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 (Inf,10] (10,20] (20, Inf]

avginc avgincCat

coef (Im(testscr ~ avgincCat))

(Intercept)  avgincCat(10,20] avgincCat(20, Inf]
635.11028 18.33901 42.75391

Die Notation -1 in der Formel der Regression bedeutet, dass keine Konstante hinzugefiigt

werden soll.

coef (Im(testscr ~ avgincCat - 1))

avgincCat (-Inf,10] avgincCat(10,20] avgincCat (20, Inf]
635.1103 653.4493 677 .8642

Wenn man eine andere Referenzkategorie haben will:

avgincCat2 <- relevel(avgincCat," (20, Inf]")
coef (Im(testscr ~ avgincCat2))

(Intercept) avgincCat2(-Inf,10] avgincCat2(10,20]
677.86419 -42.75391 -24.41490

11.3. Interaktionen

Bislang: testscr = 3o + Bistr + Prelpct +...+u
« Welche Effekte beeinflussen testscr ?
« Wie grof} sind diese Effekte?

« Annahme: Die Effekte sind konstant, sie beeinflussen sich nicht gegenseitig.
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Jetzt:

« Vielleicht hangt der Effekt der Klassengrofle auf den Testscore von weiteren Umstan-
den ab?

« Vielleicht sind kleine Klassen gerade bei vielen Auslidndern in der Klasse hilfreich,
sonst aber nicht?

o Qtestser hungt von elpct ab.

Ostr
+ Allgemein: {- hingt von X; ab.
« Wie kann man diese »Interaktion« modellieren?

« Betrachte zunachst binére X, dann stetige.

Beispiel: College education In der Abbildung sehen wir die geschatzte Dichtefunktion
von lwage (Logarithmus des Lohns) abhéngig vom Geschlecht und von der Ausbildung. Aus-
bildung hat offensichtlich (im Mittel) einen positiven Effekt auf den Lohn, allerdings scheint
die Grof3e dieses Effekts vom Geschlecht abzuhangen.

no college —— college ——

Density

0.5 —

Beispiel:
lwage = Picollege + PBasex+ o+ u

In diesem Modell ist der Einfluss von college unabhingig von sex.

Wir laden den Datensatz Wages und generieren eine Variable college. Die hat den Wert
TRUE wenn ed>16, also wenn die Ausbildungsdauer langer als 16 Jahre ist. R codiert nun
college=TRUE als 1 und college=FALSE als 0. Die Variable sex hat die Werte male und
female. R codiert den Wert sex=male als 1 und sex=female als 0.
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data(Wages,package="Ecdat")
attach(Wages)
college<-ed>16

Im(lwage ~ college + sex)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 6.2254 0.0196 317.56 0.0000
collegeTRUE 0.3340 0.0201 16.62  0.0000
sexmale 0.4626 0.0207 22.31  0.0000

Hier nehmen wir an, das der Effekt von college immer gleich ist, egal welchen Wert die
Variable sex hat.

Diese Annahme geben wir auf, wenn wir eine Interaktion zwischen sex und college
einfiihren.

11.3.1. Interaktion zwischen binaren Variablen

lwage = o + 1 college+ 3, sex+ [33 sex-college+u
—~— =~ —~— —~—
621 055 0.49 —0.24

Im(lwage ~ college + sex + sex:college)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>]t|)

(Intercept) 6.2057 0.0204 303.70 0.0000
collegeTRUE 0.5543 0.0683 8.12  0.0000

sexmale 0.4850 0.0217 22.31  0.0000
collegeTRUE:sexmale  -0.2412 0.0714  -3.38  0.0007

Kiirzer kann man auch schreiben:

1mn(lwage ~ sex*college)

Anstelle der Koeffizienten der Regression konnen wir auch Mittelwerte der einzelnen Ka-
tegorien berechnen:
genTable berechnet uns gleich mehrere Mittelwerte fiir mehrere Kategorien.

library(memisc)

genTable (mean(lwage) ~ college + sex)

female male female male
no coll. 6.21  6.69 no coll. Bo Bo+ P2
college 6.76  7.00 college | Bo+B1 | Bo+ B1+ B2+ B3

« Effekt von College bei Frauen: 3; = 0.55

« Effekt von College bei Méannern: 3; + 33 = 0.31
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11.3.2. Interaktion von diskreten Variablen im Bayesianischen Modell

Natiirlich konnen wir auch hier mit MCMCregress eine Bayesianische Schatzung berechnen:

library (MCMCpack)
summary (MCMCregress (lwage ~ college * sex,data=Caschool))

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1

Number of chains = 1

Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 6.2055 0.020412 0.00020412 0.00020412
collegeTRUE 0.5537 0.069120 0.00069120 0.00069120
sexmale 0.4851 0.021797 0.00021797 0.00021797
collegeTRUE:sexmale -0.2403 0.072120 0.00072120 0.00072120
sigma2 0.1783 0.003902 0.00003902 0.00003987

2. Quantiles for each variable:

2.5% 25% 50% 75% 97.5%
(Intercept) 6.1661 6.1918 6.2057 6.2190 6.24680
collegeTRUE 0.4171 0.5070 0.5533 0.5997 0.68793
sexmale 0.4414 0.4706 0.4853 0.4996 0.52759
collegeTRUE:sexmale -0.3805 -0.2893 -0.2401 -0.1908 -0.09726
sigma?2 0.1709 0.1757 0.1783 0.1809 0.18622

Auch hier ist das Ergebnis der Bayesianischen Schétzung des linearen Modells sehr dhnlich
dem Ergebnis von 1m. Anders als 1m erhalten wir wieder Quantile fiir die Verteilung der Pa-
rameter, d.h. wir wissen, in welchem Intervall die Parameter mit welcher Wahrscheinlichkeit
liegen.

11.3.3. Interaktion zwischen einer binaren und einer stetigen Variablen

Oben haben wir mit college eine diskrete Variable eingefiihrt. In diesem Abschnitt verwen-
den wir die urspriingliche Variable ed.

In der Graphik sehen wir, dass der Zusammenhang zwischen Ausbildung und Lohn von
sex abhingt. Die Steigung der Regressionsgerade fiir sex=="female" ist steiler.
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Iwage

5 10 15

ed
Die Steigung der beiden Regressionsgeraden ist unterschiedlich. Wieder scheint Ausbil-
dung bei Frauen einen starkeren Effekt zu haben.

lwage = o + Bisex + red + Pisex-ed+u

Im(lwage ~ sex*ed)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 5.0421 0.0956 52.72 0.0000
sexmale 0.8885 0.1003 8.85 0.0000
ed 0.0945 0.0073 12.92  0.0000
sexmale:ed  -0.0323 0.0077 -4.21  0.0000

« 33 = 0: Regressionsgeraden sind parallel

« 31 = 0: Regressionsgeraden haben den gleichen Achsenabschnitt

11.3.4. Interaktion zwischen einer biniren und einer stetigen Variablen im
Bayesianischen Modell

Auch hier das Ergebnis der Bayesianischen Schétzung des linearen Modells sehr dhnlich dem
Ergebnis von 1m:

library (MCMCpack)
summary (MCMCregress (lwage ~ sex * ed,data=Caschool))

Iterations = 1001:11000
Thinning interval = 1
Number of chains = 1

© Oliver Kirchkamp
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Sample size per chain = 10000

1. Empirical mean and standard deviation for each variable,
plus standard error of the mean:

Mean SD Naive SE Time-series SE
(Intercept) 5.04119 0.095543 0.00095543 0.00095543
sexmale 0.88901 0.100729 0.00100729 0.00100729
ed 0.09458 0.007323 0.00007323 0.00007323
sexmale:ed -0.03233 0.007713 0.00007713 0.00007713
sigma2 0.15700 0.003436 0.00003436 0.00003511
2. Quantiles for each variable:

2.5% 25%, 50% 75% 97.5%
(Intercept) 4.85674 4.97733 5.04211 5.10427 5.23463
sexmale 0.68990 0.82286 0.88882 0.95753 1.08353
ed 0.07985 0.08974 0.09461 0.09951 0.10884
sexmale:ed -0.04736 -0.03755 -0.03244 -0.02719 -0.01706
sigma2 0.15042 0.15464 0.15694 0.15928 0.16395

11.3.5. Interaktion zwischen zwei stetigen Variablen

Iwage
Iwage

ed exp

Sowohl ed als auch exp beeinflussen lwage positiv. Wird der Einfluss von ed vielleicht
kleiner wenn exp grof} ist?
Beispiel
lwage = 3o + Bred + Prexp + Psed - exp+u

estl <- Im(lwage ~ ed + exp)
est2 <- Im(lwage ~ ed * exp)
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Model 1 Model 2
(Intercept) 5.435861*** 5.446193***
(0.034319)  (0.066655)

ed 0.076403**  0.075608***
(0.002282)  (0.004955)
exp 0.013048** 0.012589***
(0.000580)  (0.002607)
ed:exp 0.000036
(0.000201)
R’ 0.246711 0.246717
Adj. R? 0.246349 0.246174
Num. obs. 4165 4165

5 < 0.001; **p < 0.01; *p < 0.05

detach(Wages)

Interaktion zwischen zwei stetigen Variablen, allgemein
Y = Bo+ BiXi + P2Xo + B3(Xi - Xz) +u

Marginale Effekte:

oY oY

a—X]:f51+53X2 a—X2=f32+f53X1

testscr = 3o + Bistr + PBrelpct + Bistr-elpct +u

Im(testscr ~ str * elpct)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 686.3385 9.4026 72.99 0.0000
str -1.1170 0.4825 -2.31  0.0211

elpct -0.6729 0.4380 -1.54 0.1252
str:elpct 0.0012 0.0219 0.05 0.9577

11.4. Literatur

« Stock and Watson. Introduction to Econometrics, Brief Edition, Chapter 7, 9.

11.5. Schliisselbegriffe

« metrische (stetige) Variablen

« kategoriale (diskrete) Variablen
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binire Variablen

o Dummies

Interaktionen

Interpretation der geschitzten Koeffizienten:
- Koeflizienten von Dummies

— Koeflizienten von Interaktionen

Anhang 11.A Beispiele fiir die Vorlesung
Betrachten Sie das folgende Regressionmodell:
Y = B0+ BiXs + B2Xo + B3XiXo +u

Xj und X; sind jeweils Dummyvariablen die entweder den Wert 0 oder 1 haben. Sie messen
die folgenden Mittelwerte fiir Y:

X Xp Y
0 0 3
1 0 4
0 1 5
1 1 6

1. Welchen Wert hat [30?
2. Welchen Wert hat [31 ?
3. Welchen Wert hat [32?
4. Welchen Wert hat [3 3?

Betrachten Sie das folgende Ergebnis einer Regression:

Im(formula = y ~ x1 * x2)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.0 2.0 0.5 0.61822
x1 7.5 0.5 15.0 < 2e-16
x2 -4.0 4.0 -1.0 0.31982
x1:x2 3.0 1.0 3.0 0.00344

1. Die Variable x2 ist eine Dummy-Variable. Sie hat den Wert 0 fiir Manner und den Wert
1 fir Frauen. Wie grof ist der marginale Effekt von x1 fiir Médnner?

2. Wie grof} ist der marginale Effekt von x1 fiir Frauen?

3. Ein Kollege rechnet mit den gleichen Daten, allerdings codiert er x2 anders. Bei ihm
hat diese Variable den Wert 1 fiir Médnner und 2 fiir Frauen. Wie grof} ist in diesem Fall
der marginale Effekt von x1 fiir Frauen?
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Anhang 11.B  Ubungen

Ubung 11.1 Sie erkliren das Einkommen von Arbeitslosen nach Teilnahme an einer Forder-
mafinahme als lineare Funktion eines Dummies (der die Art der Mafinahme beschreibt). Es gibt
drei Mafinahmen, codiert als MassnA, MassnB und MassnC. AufSerdem kann es sein, dass ein
Arbeitsloser an keiner MafSnahme teilnimmt. Dieser Fall wird als MassnO codiert. Die Basiska-
tegorie ist MassnA. Sie schdtzen die folgenden Koeffizienten:

(Intercept) 7.3

MassnB -0.3
MassnC 1.2
MassnO -3.2

1. Welches Einkommen erwarten Sie fiir einen Absolventen von MassnA?

2. Welches Einkommen erwarten Sie fiir einen Arbeitslosen, der an keiner MafSnahme teil-
genommen hat?

3. Die Kosten der jeweiligen MafSnahmen sind fiir Cygsna = 1.8, Cprassns = 1.6, Catassnc =
3.3. Welche Maf3nahme verspricht die grofSte Differenz zwischen Einkommenssteigerung
und Kosten der Fordermafinahme? Wie grof3 ist diese Differenz?

Ubung 11.2 Sie planen, einen Imbissstand in Jena zu eriffnen. Sie wissen allerdings weder,
wo Sie den Stand eroffnen wollen, noch welches Produkt Sie verkaufen wollen. Eine erste Studie
mit einem mobilen Stand und wechselnden Produkten ergibt den folgenden durchschnittlichen
Umsatz (jeweils pro Tag):

‘ Weifswurst ‘ Bratwurst

Jena-West 3000 € 4000 €
Jena-Ost 2500 € 4500 €

Auf Basis des gleichen Datensatzes schdtzen Sie auch eine Regression
Y=Bo+PB1-dg+P2-do+P3-dg-do+u

Dabei ist Y der Umsatz pro Tag, dg ein Dummy, der den Wert Eins annimmit, falls an diesem
Stand gerade Bratwurst verkauft wird und sonst Null ist, und do ein Dummy, der den Wert Eins
annimmt, falls sich der Stand in Jena-Ost befindet und sonst Null ist.

1. Welche Werte werden Sie fiir o, 31, 32, und 33 schdtzen?

2. Sie fiihren eine weitere Untersuchung nur in Jena-West durch, diesmal untersuchen Sie
allerdings drei verschiedene Speisenangebote: WeifSwurst, Bratwurst, und Currywurst. Da-
zu fithren Sie drei Dummyvariablen ein: dyy ist nur Eins am WeifSwurststand, dg ist nur
Eins am Bratwurststand, und d¢ ist nur Eins am Currywurststand. Ansonsten haben die
Dummys den Wert Null. Sie schdtzen die folgende Gleichung:

Y=Bo+B1-dw+P2-dg+p3-dc+u
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a) Welches Problem tritt auf?

b) Was konnte man besser machen?

Ubung 11.3 Betrachten Sie den Datensatz Caschool und die folgende Schitzgleichung:

testscr = o + P1 str+ B, elpct+
——
686.34  —1.1170 —0.6729

+ 3 str-elpct+u
1. Was ist der Effekt der Klassengrofle str fiir eine Klasse mit Medianausldnderanteil?
2. Wie dndert sich dieser Effekt fiir eine Klasse mit Ausldnderanteil im 75%-Quantil?

3. Ist der Interaktionsterm signifikant?

Ubung 11.4 Betrachten Sie wieder den Datensatz Caschool. Ist der Effekt der Klassengrof3e
auf Testscores davon abhdngig ob der Anteil der Mutterspachler grofSer oder kleiner 10% ist?

Ubung 11.5 Ordnen Sie den Typ der folgenden Variablen zu:
stetig | diskret | bindr

Studienabschluss (Diplom,
Bachlor, Master)

Grofie in cm

Ehestatus

Ubung 11.6 1. Wenn die abhdngige Variable eine diskrete Variable ist, welche der Annah-
men des Regressionsmodells ist dann verletzt?

2. Wenn eine unabhdngige Variable eine diskrete Variable ist, ist dann eine der Annahmen
des OLS Modells verletzt?

Ubung 11.7 Sie mdchten untersuchen, ob das Geschlecht eines Arbeitnehmers Einfluss auf das
Bruttoeinkommen hat. Dazu fiihren Sie eine lineare Regression durch und fiihren fiir das Ge-
schlecht eine Dummy-Variable ein. Die Variable Maennlich nimmt den Wert 1 an, wenn der
Arbeitnehmer mdnnlich ist. Ist die Arbeitnehmerin weiblich, nimmt die Dummy-Variable den
Wert O an. Sie haben Ihre Analyse in R durchgefiihrt und folgendes Ergebnis erhalten:

Bruttoeinkommen<-c(2500,4000,3000,7000,5000,2900,1500)
Maennlich<-c¢(1,0,0,0,0,1,1)

summary (1lm(Bruttoeinkommen~Maennlich))
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Call:
Im(formula = Bruttoeinkommen ~ Maennlich)
Residuals:
1 2 3 4 5 6 7

200 -750 -1750 2250 250 600 -800

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)

(Intercept) 4750.0 699.6 6.789 0.00105 *x*
Maennlich -2450.0 1068.7 -2.292 0.07043 .
Signif. codes: O 'sxx' 0.001 '*x*' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 '

Residual standard error: 1399 on 5 degrees of freedom

Multiple R-squared:
F-statistic: 5.255 on 1 and 5 DF,

0.5125, Adjusted R-squared:
p-value: 0.07043

0.4149

"1

1. Welche ist die abhdngige und welche die unabhdngige Variable?

2. Wie lautet die Regressionsgleichung?

3. Welchen Wert nimmt R? an?

4. Wie grof3 ist das durchschnittliche Bruttoeinkommen der Mdnner?

5. Wie grof3 ist das durchschnittliche Bruttoeinkommen der Frauen?

Ubung 11.8 Sie interessieren sich fiir die Einkommensunterschiede zwischen verheiraten und
unverheirateten Frauen und Mdnnern in Deutschland. In einer Studie erhalten Sie das folgende
durchschnittliche monatliche Nettoeinkommen:

Verheiratet | Unverheiratet
Frau 2000 2500
Mann 3500 3000

Auf Basis des gleichen Datensatzes schdtzen Sie auch eine Regression:

Y=Bo+PB1-dr+P2-dv+P3-de-dyv+u

Dabei ist Y das monatliche Nettoeinkommen, dr ein Dummy der den Wert Eins annimmt, falls
die betrachte Person eine Frau ist und bei Mdnnern Null ist, und dy ein Dummy, der den Wert
Eins annimmt, falls die betrachtete Person verheiratet ist und sonst Null ist.

1. Wie grof3 sind 39, B1, B2 und 337

2. Wie grof3 ist das durchschnittliche Nettoeinkommen der Mdnner?
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Ubung 11.9 Sie untersuchen die Wirksamkeit von zwei MarketingmafSnahmen mit Hilfe einer
linearen Regression. Ihre abhdngige Variable y ist der Umsatz. Die unabhdngigen Variablen x1
und z2 sind jeweils 1 wenn MafSnahme 1 bzw. 2 eingesetzt wurde und 0 sonst. Sie erhalten
folgendes Ergebnis:

Im(formula = y ~ x1 * x2)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.5 0.6 2.5 0.014 =
x1 3.0 0.8 3.75 0.000 **x
x2 0.5 0.8 0.625 0.533
x1:x2 -3.2 1.0 -3.2 0.002 **x

Welchen Umsatz erwarten Sie, wenn Sie gleichzeitig MafSnahme 1 und MafSnahme 2 einset-
zen?

Ubung 11.10 Eine Unternehmensberatung misst die Steigerung des Gewinns nach Beratung
von 12 Unternehmen als S. Sie betrachten zwei mogliche Faktoren, die den Erfolg der Beratung
vielleicht beeinflussen: Dauer der Beratung L in Stunden und Sektor des Unternehmens. Der
Sektor ist codiert als D=1 fiir Dienstleistung und D=0 sonst. Sie erhalten das folgende Ergebnis:

Im(formula = S ~ L * D)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 10 5 2 0.081
L 20 5 4 0.004 **x
D -10 10 -1 0.347
L:D -5 1 -5 0.001 *x*x

1. Ein Unternehmen aus dem Sektor »Dienstleistung« wird 100 Stunden beraten. Welche Stei-
gerung des Gewinns erwarten Sie?

2. Ein Unternehmen aus einem anderen Sektor (nicht »Dienstleistung«) wird ebenfalls bera-
ten. Wie grof3 ist die marginale Steigerung des Gewinns pro Stunde?
3. Ihr Signifikanzniveau ist 5%. Welche der folgenden Aussagen treffen zu?

« Die durch Beratung erzielte Steigerung des Gewinns hdngt nicht signifikant vom
Sektor ab.

 Die Dauer der Beratung hat einen signifikanten Einfluss auf den Gewinn.

« Die t-Statistik folgt immer einer t-Verteilung, egal welcher Verteilung die Storterme
folgen.

« Die obigen Schdtzergebnisse zeigen, dass man den Interaktionsterm zwischen L und
D besser weglassen sollte.

« Wenn man L aus der Schitzgleichung wegldsst, wird das R* voraussichtlich sinken.
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Ubung 11.11 Eine Gruppe von Sportlern bereitet sich auf einen Wettkampf vor. Uber die Sport-
ler liegen folgende Informationen vor: Alter (A ), Geschlecht (G; 1 falls weiblich, 0 sonst), tdgliches
Training (T, 1 falls ja, 0 sonst), gesunde Erndhrung (E; 1 falls ja, 0 sonst) und Ranglistenpunkte
(R). Alter und Geschlecht sind mit den anderen Variablen nicht korreliert. Sie vermuten, dass
Sportler nur dann besonders viele Ranglistenpunkte haben, wenn sie tdglich trainieren und sich
gesund erndhren; ein tdgliches Training wirkt nur zusammen mit gesunder Erndhrung. Was
wdren mogliche Spezifikationen des Modells um Ihren Verdacht zu iiberpriifen. (Hier ist nicht
nach der »besten« Spezifikation gefragt)

c R=Bo+B1-T+P2-E+u

« T-E=PBo+p1-R+u

*c R=Bo+P1-A+P2-G+B3 - T+Ps-E+u
*R=PBo+B1-A+PB2-G+P3-T+Ps-E+Ps-T-E+u
« R=Bo+pB1-TH+P2-E+P3-T-E+u

Anhang 11.C Nichtlineare Interaktionsterme

Hiel=elpct>=10

estl <- Im(testscr ~ str
est2 <- Im(testscr ~ str
est3 <- Ilm(testscr ~ str
est4 <- Im(testscr ~ str * Hiel + mealpct + log(avginc))

estbs <- Im(testscr ~ str + I(str”2) + I(str~3) + Hiel + mealpct + log(avginc))
est6 <- Im(testscr ~ (str + I(str~2) + I(str~3))x*Hiel + mealpct + log(avginc))
est7 <- Im(testscr ~ str + I(str~2) + I(str~3) + elpct + mealpct + log(avginc))

elpct + mealpct)
elpct + mealpct + log(avginc))
Hiel )

+ % * + +

texreg(list (" (1) "=estl, (2) =est2, (3) =est3, (4) =est4, (5) =esth, (6) =est6, (7) =estT7))

(1) 2 (3) ) (5) (6) @)
(Intercept) 700.15° % 658.55" %  682.25° "%  653.67 " 252.05 122.35 244.81
(4.69) (7.68) (10.51) (8.89) (165.82) (192.18) (165.93)
str —1.00%** —0.73%* —0.97 —0.53 64.34* 83.70%* 65.28*
(0.24) (0.23) (0.54) (0.30) (25.46) (29.69) (25.48)
elpet —0.12%%* —0.18%** —0.17%%*
(0.03) (0.03) (0.03)
mealpet —0.55%** —0.40%** C0.4TFFE _0.42%%F  _0.42%%F  _0.40%**
(0.02) (0.03) (0.03) (0.03) (0.03) (0.03)
log(avginc) 11.57*** 12.12%%* 11.75%** 11.80*** 11.51%**
(1.74) (1.77) (1.73) (1.75) (1.73)
HielTRUE 5.64 5.50 —5.47%** 816.07
(16.72) (9.14) (1.03) (434.61)
str:Hiel TRUE —1.28 —0.58 —123.28
(0.84) (0.46) (66.35)
str? —3.42%* —4.38** —3.47%*
(1.29) (1.51) (1.29)
str3 0.06** 0.07** 0.06**
(0.02) (0.03) (0.02)
str2 :Hiel TRUE 6.12
(3.35)
str> :Hiel TRUE —0.10
(0.06)
R? 0.77 0.80 0.31 0.80 0.80 0.80 0.80
Adj. R? 0.77 0.79 0.31 0.79 0.80 0.80 0.80
Num. obs. 420 420 420 420 420 420 420

=¥ < 0.00T; 7 p < 0.0T, *p < 0.05
Es sieht so aus, als gidbe es einen nichtlinearen Effect von str auf testscr. Betrachten

wir nochmals Modell 6 und bestimmen den marginalen Effekt von str.
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estC <- coef(est6)
mEffstr <- function (str,Hiel) {
estC %x% c(0,1,2*%str,3*str"2,0,0,0,Hiel ,Hiel*2*str ,Hiel*3*str~2)
}
mEffstr(20,0)

[,1]
[1,] -1.622543

mEffstr(20,1)

[,1]
[1,] -0.7771982

sapply wendet eine Funktion auf jedes Element eines Vektors an. In einer Formel sorgt I() dafiir, dass ein

Ausdruck nicht als Interaktion o0.4. nterpretiert wird.

noHitest=sapply(str,function(x) {mEffstr(x,0)})
Hitest=sapply(str,function(x) {mEffstr(x,1)})

plot(noHitest ~ str,ylim=c(-6,6))

points(Hitest ~ str,col="red")

abline (h=0)

legend ("bottomright",c("noHitest","Hitest"),pch=1,col=c("black","red"))

O TG
DR

DAS

noHitest
0

M O noHitest

8, O Hitest

14 16 18 20 22 24 26

str
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11.C.1 Anwendung: Gender gap

exp years of full-time work experience

wks weeks worked

bluecol  blue collar ?

ind works in a manufacturing industry ?

south resides in the south ?

smsa resides in a standard metropolitan statistical area ?
married married ?

sex a factor with levels (male,female)

union  individual’s wage set by a union contract ?

ed years of education

black is the individual black ?

lwage logarithm of wage
ifelse gibt, abhangig vom ersten Argument, entweder das zweite oder dritte Argument zuriick. as . data. frame

wandelt das Argument, z.B. eine Matrix, in einen Dataframe um. Das ist hier niitzlich, weil die ausgegebene
Struktur Zahlen und Zeichenketten mischt. colnames erlaubt es, auf Spaltennamen zuzugreifen (und diese

hier zu verandern).

attach(Wages)
library(lmtest)
lmr <- function(...) {
est<- 1m(...)
print(coeftest(est,vcov=hccm))
cat ("R2= ",round (summary(est) $r.squared,2),"\n")

}

estl <- Im(lwage ~ ed)

est2 <- Im(lwage ~ ed + sex)

est3 <- Im(lwage ~ ed * sex)

est4 <- Im(lwage ~ ed * sex + exp + black*sex + south + married)

mtable(estl,est2,est3,estd,sumnary.stats=c("R-squared","N"))

Model 1 Model 2 Model 3 Model 4
(Intercept) 5.84FFF 5.42%FF 5.04%FF 4.93%FFF
(0.03) (0.03) (0.10) (0.10)
ed 0.07*** 0.07*** 0.09*** 0.09***
(0.00) (0.00) (0.01) (0.01)
sexmale 0.47%** 0.89*** 0.64%**
(0.02) (0.10) (0.11)
ed:sexmale —0.03*** —0.02**
(0.01) (0.01)
exp 0.01%**
(0.00)
blackyes —0.10*
(0.04)
southyes —0.09***
(0.01)
marriedyes 0.06**
(0.02)
sexmale:blackyes —0.03
(0.05)
R? 0.16 0.26 0.26 0.35
Adj. R? 0.15 0.26 0.26 0.35
Num. obs. 4165 4165 4165 4165

< 0.00T; *p < 0.0T; *p < 0.05
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detach(Wages)

detach(package:memisc)

Anhang 11.C  Varianzanalyse

Oben haben wir untersucht, wie eine metrische Variable von einer (oder mehreren) katego-
rialen Variablen abhéngt.

(zur Erinnerung: Eine kategoriale Variable hat nur wenige Auspriagungen, z.B. ménn-
lich/weiblich, rot/griin/gelb....)

Wir haben den Einfluss jeder einzelnen Auspragung geschétzt.

Manchmal interessiert man sich gar nicht fiir die einzelnen Auspragungen, sondern will
nur wissen, ob die kategoriale einen signifikanten Teil der Varianz erklart.

— Varianzanalyse.

Wir nehmen wieder an, dass unsere Stichprobe aus einer normalverteilten Population ge-
zogen wurde.

Ubung 11.12 Betrachten Sie den Datensatz InsectSprays und testen Sie, ob die verschiede-
nen Sprays eine unterschiedliche Auswirkung auf die Uberlebensrate der Insekten haben.

boxplot (siehe auch Abschnitt [A.6.3) zeichnet einen box-and-whisker plot fiir Daten die in Gruppen vorliegen.

attach(InsectSprays)
boxplot(count ~ spray)
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spray

Voriiberlegung: Kénnte man die 6 Insektensprays nicht einfach mit verschiedenen t-Tests
auf unterschiedliche Mittelwerte testen?

+ Problem: Welchen Signifikanzwert verlangt man dann? Z.B. 5%. Wenn wir zwei Tests
durchfiithren, dann lehnen wir (falschlich) etwa in 10% aller Félle ab, bei drei Tests etwa
in 15% aller Falle...
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« Idee: Mache etwas dhnliches wie die t-Statistik fiir zwei Stichproben:

Xa — X

« Losung: Varianzanalyse.

F_ Variabilitdt der Gruppenmittelwerte

Variabilitat innerhalb der Gruppen

Wir haben 1 verschiedene Gruppen. Jede Gruppe k € {1,2,...,1} besteht aus den Beob-
achtungen X; mit i € Iy. Dabei gilt [ J;_; I, ={1,...,n}
Hew=mw=...=

(U ist das Zeichen fiir die Vereinigungsmenge, |, _; I« beschreibt die Vereinigung aller

Mengen Iy fur k = 1...71.) Hier ist ein Beispiel, wie ein Datensatz mit v Gruppen und n
Beobachtungen aussehen konnte:

k Beobachtung Iy Xy
T X1, X, X300, X {1,2,3,...} X;
2 X7,X3,X9, . ..,Xz() {7, 8, 9,} )52
3

X7 y Xzz, ng, “en {21 N 22, 23, .. } X3

T X721,X722, X723, .o Xn {72] y 722, 723, .o ,TL} >_<r

X

Wir berechnen nun Mittelwerte sowohl fiir jede Gruppe k als auch fiir alle Beob-

achtungen:

=LY X X=13x

k — Tl_ . i — E . i
iely i=1
Jetzt vergleichen wir verschiedene Unterschiede:
Unterschiede innerhalb einer Gruppe (eines Treatments) nennen wir SSE (Residu-
en):
SSE = Z Z(Xi — Xy)?  (sum of squares of errors)
k=1 i€l

Unterschiede zwischen Gruppen (zwischen Treatments) nennen wir SST:
T

SST = Z (X — X)?  (sum of squares of treatments)
k=1

Die Abweichungen der einzelnen Beobachtungen X; zum Gesamtmittel X nennen
wir SSG:

SSG = Z(Xi — X)? =SSE + SST  (grand sum of squares)

i=1

© Dliver Kirchkamp
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dann ist (falls alle X; ~ N(u, 0?))
SSTn—r

SSEr—1

Beachten Sie: In der obigen Voraussetzung X; ~ N(, 0?) stecken drei Dinge

Fr—hnfr

« Unsere Nullhypothese: Hp: iy = 1, = ... = 1y

« Die Varianz von allen X; ist gleich, auch wenn sie aus verschiedenen Gruppen stam-
men.

« Die X; sind jeweils normalverteilt.

aggregate fihrt eine Funktion (hier z.B. mean), getrennt fiir mehrere Gruppen (hier definiert durch spray)

aus.
Die Varianzanalyse macht zunachst eine Aussage iiber die Mittelwerte:

aggregate(count ~ spray,FUN=mean)

Bei zwei Mittelwerten konnte man einfach die Differenz nehmen und testen, ob diese Dif-
ferenz grof} ist. Hier betrachten wir die quadrierte Summe der Abstinde zwischen den ein-
zelnen Mittelwerten und dem Mittelwert aller Beobachtungen.

nk<-aggregate(count ~ spray,FUN=length) [,"count"]
Xk<-aggregate(count ~ spray,FUN=mean) [,"count"]

r <- length(Xk)

n<-length(count)

totalMean<-mean(count)

SST <- sum(nk * (Xk - totalMean)~2)

SSG <- sum((count - totalMean)~2)

F <- 8ST/(8SG-SST) * (n-r)/(r-1)

pf (F,dfl=r-1,df2=n-r,lower.tail=FALSE)

[1] 3.182584e-17
Man kann das gleiche Ergebnis mit einem einzigen Kommando erzielen:

summary (aov(count ~ spray))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
spray 5 2669 533.8 34.7 <2e-16 **x*
Residuals 66 1015 15.4

Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Die F-Statistik, die uns die Varianzanalyse liefert ist, identisch mit der F-Statistik der Re-
gression, die wir weiter unten kennenlernen werden:

summary (lm(count ~ spray))
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Call:
Im(formula = count ~ spray)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-8.333 -1.958 -0.500 1.667 9.333

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)

(Intercept) 14.5000 1.1322 12.807 < 2e-16 *x*x

sprayB 0.8333 1.6011  0.520 0.604

sprayC -12.4167 1.6011 -7.755 7.27e-11 *x%*

sprayD -9.5833 1.6011 -5.985 9.82e-08 **x

sprayE -11.0000 1.6011 -6.870 2.75e-09 **x

sprayF 2.1667 1.6011 1.353 0.181

Signif. codes: O 's¥x' 0.001 '**' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 3.922 on 66 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7244, Adjusted R-squared: 0.7036
F-statistic: 34.7 on 5 and 66 DF, p-value: < 2.2e-16

Zusétzlich gibt uns die Regression noch Informationen tiber die Wirksambkeit der einzelnen
Sprays.

Anhang 11.D Kruskal-Wallis Test fiir mehr als zwei Stichproben

Oben haben wir mit der Varianzanalyse einen Test kennengelernt, der unter der Annahme
normalverteilter Storgrofien drei oder mehr Stichproben vergleicht. Geht es auch ohne diese
Annahme?

Wieder haben wir v > 3 verschiedene Gruppen. Jede Gruppe k € {1,2,..., 1} besteht aus
den Beobachtungen X; mit miti € I,.

Hy: Die Verteilung der Beobachtungen ist fiir alle Gruppen gleich.
Zur Erinnerung, bei der Varianzanalyse:
SSTn—r
cerm . 1 Fr—] n—r
SSEr—1 ’

Dabei war SST=sum of squares of treatments und SSE=sum of squares of errors
Im Kruskal-Wallis Rangsummen Test berechnen wir zunichst die Rénge R; der einzelnen
Beobachtungen. Dann gilt

12 —_ 5
mzn—k ZRi —3n+1)~x

k=1 iely

Um diese Formel besser zu verstehen, sehen wir uns zwei Extremfalle an:

© Dliver Kirchkamp
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Motivation: Wie wire es, wenn alle Beobachtungen gerade den gleichen »durchschnittli-
chen Rang« hatten?

2
12 U n+1
T n—(ZT> —3m+1) =

k=1 iely

12 T (nf1)
<n.(n+1)';n“ 4 >_3(n+1):

2 T
(n-(ltz+1) ' (n:” Z“k) —3n+1)=

k=1

3
<m~(n+1)2> —3n+1)=0

Motivation 2: Wie wire es, wenn alle Gruppen gerade eine Beobachtung hitten (also n; = 1
und n = 1) und mit Rdngen von 1...n geordnet wiren?

12 e
<n.(n+1) 'Zk2> —3n+1)=

k=1

12 n-n+1)2n+1) B
(n-(n+1)' 6 >_3(“+”_

2-2n+1)-3n+1)=4n+4-3n—-3=n—1
Zusammenfassung der Motivation:
« identische Gruppen: Teststatistik klein ( = 0)

« sehr unterschiedliche Gruppen (perfekt geordnet): Teststatistik grofl (=n — 1)

Unter Hy (Verteilung in allen Gruppen ist gleich) ist die Teststatistik x> ; verteilt.

Die oben angegebene Formel fiir die Teststatistik wird auch von R und anderen Statistik-
programmen verwendet. Falls allerdings Beobachtungen gleich sind und damit den gleichen
Rang erhalten, fithrt R noch eine Korrektur ein. Wundern Sie sich also nicht, falls Sie in
diesem Fall ein (normalerweise geringfiigig) anderes Ergebnis erhalten.

Ubung 11.13 Betrachten Sie den Datensatz qine aus dem Paket MASS. Hiingt die Anzahl der
Fehltage von der Altersgruppe ab? Untersuchen Sie diese Frage getrennt fiir Jungen und Mdd-
chen.

data(quine,package="MASS")
attach(quine)
boxplot (Days ~ Age,ylab="Fehltage",xlab="Alter")


http://www.kirchkamp.de/

242 — [ 15 November 2025 18:22:55 (2c16c7a) |

& ¢)
O O
3 —T
0 I
A [
S o o |
= 3 7 [
[3) [
o —T .
| 8
o | |
N |
o 1 L L L
\ T T \
Fo F1 F2 F3

Alter

n <- length(Days)

r <- length(unique(Age))

nk <- c(table(Age))

Ri <- rank(Days)

g <- 12 / (n * (n+1)) * sum ( (aggregate(Ri ~ Age,FUN=sum)$Ri)~"2 / nk) - 3*(n+1)

pchisq(g,df=r-1,lower=FALSE)

[1] 0.0547959

Natiirlich gibt es auch hier ein einfaches Kommando (beachten Sie die kleine Abweichung
in der Teststatistik; einige Beobachtungen haben den gleichen Rang, deshalb verwendet R
noch eine Korrektur):

kruskal.test (Days ~ Age)
Kruskal-Wallis rank sum test

data: Days by Age
Kruskal-Wallis chi-squared = 7.6347, df = 3, p-value = 0.0542

boxplot (Days ~ Age, subset = Sex=="M",main="Jungen")
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boxplot (Days ~ Age, subset = Sex=="F" ,main="M&dchen")
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Die Grafik zeigt eine klare Altersabhiangigkeit bei Jungen, allerdings nicht bei Madchen.

Der Kruskal-Test bestatigt diese Beobachtung.

kruskal.test (Days ~ Age, subset = Sex=="M")

Kruskal-Wallis rank sum test

data: Days by Age
Kruskal-Wallis chi-squared = 17.823, df = 3, p-value = 0.0004784

kruskal.test (Days ~ Age, subset = Sex=="F")

Kruskal-Wallis rank sum test

data: Days by Age
Kruskal-Wallis chi-squared = 1.9249, df = 3, p-value = 0.5881

Die Ergebnisse der Varianzanalyse gehen in eine dhnliche Richtung:

summary(aov (Days ~ Age, subset = Sex=="M"))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Age 3 3999 1333.1 5.91 0.0013 *x*
Residuals 62 13986 225.6

Signif. codes: 0O '***' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
summary(aov (Days ~ Age, subset = Sex=="F"))
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

Age 3 506 168.8 0.656 0.582
Residuals 76 19544 257.1
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Anhang 11.E  Ubungen fiir Varianzanalyse und Kruskal-Wallis Test

Ubung 11.14 Betrachten Sie wieder den Datensatz InsectSprays und testen Sie, ob die ver-
schiedenen Sprays eine unterschiedliche Auswirkung auf die Uberlebensrate der Insekten haben.
Vergleichen Sie das Ergebnis eines parametrischen mit dem eines nichtparametrischen Tests.

Ubung 11.15 Eine Universitdt vergleicht 18 Studenten von insgesamt drei Fichern. Diese Stu-
denten haben den folgenden Erfolg im Test:

xA <-
xB <-
xC <-
treat

Fach 1 2 6 ‘ Mittelwert
Politologie 45 76 50 51 40 57
Soziologie 59 56 61 66 54 49

Germanistik | 52 60 58 53 72 63
Gehen Sie davon aus, dass

c(45,76,50,51,40,57)

c(59,56,61,66,54,49)

c(52,60,58,53,72,63)

<= @(TAT OAT BAD GAD OAD DAD
HBII s |IBI| s llBH s IIBH s llBH s I|Bll )
llCll s |ICI| s llCH s IICH s I|C|l s I|Cll)

Wie testen Sie, ob das Studienfach einen Einfluss auf den Testerfolg hat, wenn Sie davon
ausgehen, dass die Punkte normalverteilt sind?

Wie testen Sie, wenn Sie diese Annahme nicht machen wollen?

Ubung 11.16 Wir wollen die durchschnittlichen Semesterwochenstunden der Studendierenden
unterschiedlicher Ficher vergleichen. Wir nehmen an, dass die Semesterwochenstunden jeweils
normalverteilt sind. Unsere Stichprobe besteht aus 5 Juristen und 5 Physikern. Die Anzahl der
Semesterwochenstunden ergibt sich aus folgender Tabelle:

Fach 112 3]|4]| 5
]ura 201 18| 22| 8 | 14
Phyﬂk 16 | 14| 24| 20 | 18

1. Wie testen wir, ob die mittlere Anzahl der Semesterwochenstunden fiir die beiden Ficher

gleich ist?

2. Unsere Nullhypothese ist, dass die mittlere Anzahl der Semesterwochenstunden fiir beide
Fdcher gleich ist. Das Signifikanzniveau ist 5%. Kénnen wir die Nullhypothese ablehnen?

3. Nun werden die Semesterwochenstunden von insgesamt 20 Studenten in vier Fdchern er-

hoben. Diese Studenten haben folgende Semesterwochenstunden:
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Fach 112|345

Fura 20| 18| 22| 8 | 14

Physik 16 | 14 | 24 | 20| 18

Medizin 30 20| 26 | 25| 22
Wirtschaftswissenschaften | 26 | 12 | 20 | 18 | 16

4. Wie testen wir, ob das Studienfach einen Einfluss auf die Anzahl der Semesterwochen-
stunden hat, wenn wir davon ausgehen, dass die Anzahl der Semesterwochenstunden nor-
malverteilt sind (mehrere richtige Antworten maoglich):

5. Die Nullhypothese ist, dass die mittlere Anzahl der Semesterwochenstunden fiir alle Ficher
gleich ist. Das Signifikanzniveau ist 5%. Konnen wir die Nullhypothese ablehnen?

6. Bei welchem o kann die Nullhypothese aus Aufgabe [} abgelehnt werden?

Ubung 11.17 Aufdem Weihnachtsmarkt in Jena gibt es 4 Glithweinstinde. Die 4 Standbesitzer
wurden befragt, wieviel Gldser Glithwein sie jeweils an 7 zufdillig ausgewdhlten Intervallen a 60
Minuten verkauft haben. Diese Intervalle sind fiir jeden Stand unabhdngig voneinander. Dabei
gab es das folgende Ergebnis:

Stand |t=1|t=2|t=3|t=4|t=5|t=6|t=7
1 49 46 59 51 73 109 141
2 55 47 63 41 67 112 130
3 37 31 70 48 77 99 156
4 42 56 69 57 80 134 98

Sie sollen nun einen Kruskal-Wallis Rangsummen Test durchfiihren, um herauszufinden, ob
die Anzahl der verkauften Glithweine an den Stinden sich unterscheidet.

Ubung 11.18 Ein neu gegriindeter Versandhandel iiberlegt, mit welcher Spedition er zusam-
menarbeiten mochte. In Betracht kommen 4 Speditionen der ndheren Umgebung. Es wurden
Stichproben fiir die Lieferdauer eines Paketes mit Standardversand fiir jede Spedition erhoben:

Spedition Lieferdauer X
A 45 3 35 2 3,25
B 2 4 15 2 1 15 2
C 1 15 3 25 1,5 25 2| 2
D L5 2 45 2 2,5

Es wird die Annahme getroffen, dass die zu versendende Ware immer im Lager des Versand-
handels zum Zeitpunkt der Bestellung verdsandfihig verpackt und vorrdtig ist. Es wurde die
Zeit (in Tagen) ab dem Zeitpunkt der Bestellung bis zur Annahme des Paketes durch den Kun-
den gemessen. Untersuchen Sie zum Signifikanzniveau o« = 5% untersucht werden, ob sich die
durchschnittlichen Lieferzeiten der Speditionen unterscheiden.

Ubung 11.19 In der Vorlesung haben wir das Verfahren der Varianzanalyse (AOV) behandelt.
Welche der folgenden Aussagen trifft fiir dieses Verfahren zu?
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Es vergleicht die Mediane mehrerer Stichproben

« Es ist ein nichtparametrisches Verfahren.

Es ldsst sich nur anwenden, wenn die abhdngige Variable F-verteilt ist

Es betrachtet den Anteil der erklirten Varianz an der nicht erkldrten Varianz

Es ldsst sich nur anwenden, wenn die erkldrende Variable diskret ist

Anhang 11.F Friedman Test fiir verbundene Stichproben

Der Kruskal-Wallis Test ist ein Test fiir unverbundene Stichproben. Natiirlich gibt es auch fiir
verbundene Stichproben einen Test, der r Gruppen miteinander vergleicht. Dieser Test ist der
Friedman Test.

+ Beim Kruskal-Wallis Test nehmen wir an: Die einzelnen n Beobachtungen X; sind
unabhingig voneinander.

+ Beim Friedman Test nehmen wir an: Es gibt t Versuchseinheiten. Jede wird in jedem
der v Treatments getestet. Jetzt haben wir t X 1 Beobachtungen. Allerdings sind die
jeweils r Beobachtungen der gleichen Versuchseinheit abhéngig voneinander.

Ubung 11.20 Der Datensatz warpbreaks beschreibt, wie hiufig in einem Webstuhl Fiden aus
unterschiedlichem Material und unter unterschiedlicher Belastung reifSen.

Wir berechnen zunachst fiir jedes Material und fiir jede Belastung die durchschnittliche
Haufgkeit:

wb <- with(warpbreaks,aggregate(breaks ~ wool + tension,FUN=mean))

Wenn wool unsere Versuchseinheit beschreibt, und tension das Treatment, rufen wir den
Test wie folgt auf:

friedman.test (breaks ~ tension | wool,data=wb)

Friedman rank sum test

data: breaks and tension and wool
Friedman chi-squared = 1, df = 2, p-value = 0.6065

Wir sehen, dass eine unterschiedliche Fadenspannung nicht zu signifikant unterschiedlich
héaufigem Reissen des Fadens fiihrt.

Ubung 11.21 Betrachten Sie nochmals den Datensatz InsectSprays. Gehen Sie nun davon
aus, dass die 12 Beobachtungen, die Ihnen fiir jedes Spray vorliegen, von der gleichen Beobach-
tungseinheit stammen (etwa aus dem gleichen Labor). Fiihren Sie einen Friedman Test durch.


http://www.kirchkamp.de/

248 — [ 15 November 2025 18:22:55 (2c16c7a) |

Anhang 11.G Jonckheere-Terpstra

Beim Kruskal-Wallis Test testen wir allgemein, ob die Gruppenvariable einen Einfluss auf die
Mediane der Stichproben hat. Manchmal vermuten wir, dass die Gruppenvariable geordnet
ist, und fiir einen Trend zwischen den Gruppen verantwortlich ist. Testen konnen wir das
mit dem Jonckheere-Terpstra Test.

Wie bei der Varianzanalyse haben wir r verschiedene Gruppen. Jede Gruppe k € {1,2,... 1}
besteht aus n vielen Beobachtungen X; mit i € Iy. Dabei gilt [ J;_, I ={1,...,n}

Hyew=w=...=u,

Hi:pp > iy > ... > W, mit mindestens einer strikten Ungleichheit.

Zur Erinnerung, bei der Varianzanalyse:

SSTn—r
SSEr—1
Zur Erinnerung (2): Beim Kruskal-Wallis Rangsummen Test berechnen wir die Range R;
der einzelnen Beobachtungen. Dann gilt

2
12 L
- - . — R — 1) ~v?2
) ;nk (Z > 3n+1) ~xo,

ielx

r—I,n—r

Beim Jonckheere-Terpstra Test berechnen wir fiir jedes Paar von Gruppen k, k' mit k < k’
Mk,k’ :Anzahl(xk,i < Xy mit 1 € I, und i e Ik/)+

1
+ z 1%1’1Z&1’11(Xk,'l = Xy’ mit i € I, und i e Ik/)

Dann ist die Jonckheere-Terpstra Statistik

J= > M

(k,k’) mit k<k’

Fur grofle Stichproben gilt ] ~ N (Eq(]), varo(]))
.I T
Eo(]) = 1 (nz - ;nﬁ)

vary(]) = % (nz(Zn +3)— Z nZ(2ny + 3))

k=1
Genau rechnet es in jedem Fall der jonckheere.test aus.

library(clinfun)
data(Bwages,package="Ecdat")
attach(Bwages)

boxplot(wage ~ educ)
jonckheere.test (wage,educ)
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Nehmen wir einmal an, unser Sample ware nicht ganz so grof3.

detach(Bwages)

(n=dim(Bwages) [1])

set.seed(130)

(mySample = sample(n,40))

with(Bwages [mySample,] ,boxplot (wage ~ educ))
with(Bwages [mySample,], jonckheere.test (wage,educ))
summary (with (Bwages [mySample,],1lm(wage ~ educ)))

12. Nichtlineare Regressionsfunktionen

12.1. Motivation

Bislang: In diesem Kapitel:
Yy =Po+Pixs y=Bo+ Pix1i-xz y = f(x)
Y Y
2 =1
X1 X1
Interaktion nicht linear
linear bt von x; und x; keine Interaktion

Wenn die Beziehung zwischen Y und X nicht linear ist...
« ist der marginale Effekt von X nicht konstant
« wire eine einfache lineare Regression falsch spezifiziert
— der geschitzte Effekt wire verzerrt
— deshalb schétzen wir eine nichtlineare Regression in X
Vorgehensweise:

« nichtlinearen Funktionen einer einzelnen unabhangigen Variablen
— Polynome in X
— Logarithmische Transformationen
testscr = o + Bravginc +u
data(Caschool,package="Ecdat")

attach(Caschool)
xyplot(testscr ~ avginc,t=c("p","r","smooth"))
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Der lineare Zusammenhang ist nicht befriedigend.

estl <- Im(testscr ~ avginc)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)
(Intercept) 625.3836 1.5324 408.11 0.0000
avginc 1.8785 0.0905 20.76  0.0000

Der diagnostische Plot bestatigt, dass in diesem linearen Modell die Residuen (1) nicht un-
abhéngig von avginc sind: E(u/X) #0.

plot(estl,which=1:2)

Residuals vs Fitted o Normal Q-Q
=) < —
<+ = o
g -
— w
2 S o~ -
g ° o 2 i
g ] S o
~ - _§ ]
<+ =] o |
\ \ \ \ \ s
w
640 660 680 700 720 -3 -2 -1 0 1 2 3
Fitted values Theoretical Quantiles

Betrachte nun ein quadratisches Modell
testscr = By + Bravginc + Bravginc’ +u

avginc2 <- avginc*avginc
est2 <- Im(testscr ~ avginc + avginc2)
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Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t])

(Intercept) 607.3017 3.0462 199.36 0.0000
avginc 3.8510 0.3043 12.66  0.0000
avginc2 -0.0423 0.0063 -6.76  0.0000

(Die Notation Im(testscr ~ avginc + avginc*avginc) funktioniert nicht, weil R avginc*avginc
in der Modellformel als Interaktion interpretiert). Betrachten wir auch hier wieder den dia-
gnostischen Plot:

plot(est2,which=1:2)

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
§ ©
2
S o~ 4
S - E
2 g 7
o
£ T o°
2 S
£ o5 T 7
"g -
¥ 5
\ \ \ \ \
630 650 670 690 -3 -2 -1 0 1 2 3
Fitted values Theoretical Quantiles

order berechnet einen Vektor von Indizes den man zum Sortieren (dieses Vektors aber auch anderer Vektoren)
verwenden kann. fitted berechnet zu einer Regression das . Wir sortieren hier die Punkte, weil wir eine
Kurve zeichnen wollen, und es sehr viel besser aussieht, wenn wir die Punkte einer Kurve in der richtigen

Reihenfolge zeichnen.

or <- order(avginc)

plot(testscr ~ avginc,main="district average income")
abline(estl,col="blue",lwd=3)

lines(avginc[or],fitted(est2) [or],col="red",1lwd=3)

legend ("bottomright",c("linear","quadratic"),lwd=3,col=c("blue","red"))
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district average income
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Hier vergleichen wir die beiden Modelle, das lineare und das quadratische, nebeneinander:

library(texreg)

texreg(list(estl=estl,est2=est2))

Vergleich - das lineare und das quadratische Modell

estl est2
(Intercept) 625.38*** 607.30***
(1.53) (3.05)

avginc 1.88*** 3.85"
(0.09) (0.30)
avginc2 —0.04**
(0.01)
R’ 0.51 0.56
Adj. R? 0.51 0.55
Num. obs. 420 420

***p < 0.001; **p < 0.01; *p < 0.05

« Der Koeffizient von avginc?2 ist signifikant von Null verschieden

. R?ist gestiegen

Marginale Effekte im quadratischen Modell

testscr = 607.301744 3.85100 - avginc —
0.04231 - avginc?
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Marginaler Effekt einer Anderung von avginc?
Yi = Bo+ BiXi + B2 X{ +u

Y;
oX;

Hier berechnen wir den marginalen Effekt fiir ein Einkommen von 10, 40, und 60:

= B1 + 2P2X;

X<-c(10,40,60)
meQuad <- coef(est2)["avginc"] +
2xX*coef (est2) ["avginc2"]

10 40 60
meQuad 3.00 047 -1.23

Nichtlineare Modelle Vorgehensweise:
1. theoretische Motivation fiir nichtlineare Beziehung
2. spezifiziere funktionale Form

3. testen ob nichtlineare Funktion gerechtfertigt ist
« Diagnostischer Plot der Residuen
. R?, AIC, p-Wert der nichtlinearen Koffizienten

« visueller Test

4. marginale Effekte
« Bei einfachen linearen Modellen einfach f3;
« Bei nichtlinearen Modellen etwas komplizierter (ableiten nach X;)

[3; hat zuweilen eine andere Interpretation.

12.2. Funktionale Formen

12.2.1. Polynome

Funktionale Formen — Polynome
Y= Bo-t BiXi-t BXE X+t BX

(r = 2: quadratisches Modell, r = 3: kubisches Modell, ...)
Warum bleibt man nicht beim linearen Modell? Kann man testen, ob das Polynom »ge-

rechtfertigt« ist?
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« Test der Nullhypothese, die Regressionsfunktion sei linear:
Ho:B,=0AR3=0AN...AN3,=0
versus

H; : wenigstens ein 3; # 0,j € {2,...,1}

« was ist das richtige r?
— grof3es 1: mehr Flexibilitat, besserer Fit

- kleines 1: préazisere Schéatzung der einzelnen Koeffizienten

Wahl des »richtigen« Polynoms vom Grad r 'Wahl des »richtigen« Polynoms
sequentieller Hypothesentest bei polynomialen Modellen:

1. Wihle den grofiten sinnvollen Wert von 1 und schitze eine polynomiale Regression
2. teste Hp : 3; = 0. Wenn H, abgelehnt wird, dann verwende ein Polynom r-ten Grades
3. Sonst: reduziere T um 1. Weiter bei Schritt 1.

(Problem: eigentlich miisste man fiir multiples Testen korrigieren. Das Problem ignorieren
wir hier.)

Ein Beispiel Wir beginnen mit einem Polynom dritten Grades: Y = B¢ + B1X + B.X* +
nga—%lL

avginc3 <- avginc*avginc*avginc
est3 <- Im(testscr ~ avginc + avginc2 + avginc3)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 600.0790 5.8296 102.94 0.0000
avginc 5.0187 0.8595 5.84 0.0000
avginc2 -0.0958 0.0374 -2.56 0.0107
avginc3 0.0007 0.0005 1.45 0.1471

Wir sehen, der Koeffizient von avginc3 ist nicht signifikant. Also fahren wir mit einem
kleiner Modell fort:

est2 <- Im(testscr ~ avginc + avginc2)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 607.3017 3.0462 199.36 0.0000
avginc 3.8510 0.3043 12.66  0.0000
avginc2 -0.0423 0.0063 -6.76  0.0000
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Hier sind alle Koeffizienten signifikant. Also verkleinern wir das Modell nicht weiter.

Falls man sich fiir grofie r interessiert, muss man nicht alle Potenzen von avginc von
Hand ausrechnen. Hier z.B. betrachten wir ein Polynom zehnten Grades:

xtable(estp <- 1lm(testscr ~ poly(avginc,10)))

Estimate Std. Error tvalue Pr(>[t|)
(Intercept) 654.1565 0.6181 1058.40 0.0000
poly(avginc, 10)1  277.8568 12.6665 21.94 0.0000
poly(avginc, 10)2  -85.9935 12.6665 -6.79  0.0000
poly(avginc, 10)3 18.4560 12.6665 1.46  0.1459
poly(avginc, 10)4  -28.0133 12.6665 -2.21  0.0275

(

(

(

(

poly(avginc, 10)5  19.6861 12.6665 1.55 0.1209
poly(avginc, 10)6 -9.0544 12.6665 -0.71 04751
poly(avginc, 10)7 3.8626 12.6665 0.30 0.7606
poly(avginc, 10)8 -5.5000 12.6665 -0.43 0.6644
poly(avginc, 10)9 1.7121 12.6665 0.14 0.8925
poly(avginc, 10)10  15.7365 12.6665 1.24 0.2148

Fiir unsere Anwendung ist ein solches Polynom nicht besonders sinnvoll. Das sieht man
auch in der Graphik in der die verschiedenen Polynome in unserem Datensatz dargestellt
werden:

estp <- 1lm(testscr ~ poly(avginc,10))

plot(testscr ~ avginc,main="district average income")

abline(estl,col="blue",lwd=3)

lines(avginc[or],fitted(est2) [or],col="red",1lwd=3)

lines(avginc[or] ,fitted(est3) [or],col="green",1wd=3)

smooth<-list (avginc=seq(5,70,.5))

lines(smooth$avginc,predict(estp,newdata=smooth),col="magenta",lwd=3)

legend ("bottomright",c("linear","quadratic","cubic","10th-deg"),1lwd=3,
col=c("blue","red","green", "magenta"))
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AIC und Grof3e des Polynoms Mit dem AIC kommen wir zu einem anderen Ergebnis als
mit Hilfe von p-Werten. Die folgende Grafik zeigt, wie das AIC von der Grofie des Polynoms
abhéngt.

plot(t(sapply(2:10,function(n) c(n,AIC(Im(testscr ~ poly(avginc,n)))))),xlab="$r$",ylab="AIC")
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Auf Basis des AIC (und ohne jede 6konomische Intuition) wiirde man das Polynom 5. Gra-
des auswihlen:
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estp5 <- lm(testscr ~ poly(avginc,5))
plot(testscr ~ avginc,main="district average income")

abline(estl,col="blue",lwd=3)

smooth<-list (avginc=seq(5,70,.5))

lines(smooth$avginc,predict(estp5,newdata=smooth),col="magenta",lwd=3)
legend ("bottomright",c("linear","5th-deg") ,lwd=3,

col=c("blue","magenta"))

district average income

testscr
660 680 700

640

620

10 20 30 40 50
avginc
Im(testscr ~ poly(avginc,5,raw=TRUE))

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 548.1432 22.1189 24.78  0.0000

poly(avginc, 5, raw = TRUE)1 17.8244 5.6132 3.18 0.0016
poly(avginc, 5, raw = TRUE)2  -1.2053 0.5189  -2.32  0.0207
poly(avginc, 5, raw = TRUE)3 0.0432 0.0218 1.98 0.0484
poly(avginc, 5, raw = TRUE)4  -0.0007 0.0004  -1.75 0.0813
poly(avginc, 5, raw = TRUE)5 0.0000 0.0000 1.56 0.1197

12.2.2. Logarithmische Modelle

Oben haben wir gesehen, dass der Zusammenhang zwischen avginc und testscr eher kon-
kav ist. Eine Funktion, die so dhnlich aussieht, ist die Logarithmusfunktion.
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log(x)
0
|

Wir unterscheiden drei Typen logarithmischer Modelle:
e Yi=Bo+ B -logXi +wy linear-log
e logYi=B0+ B - Xi+w log-linear

e logYi=Bo+P1-logXi +wy log-log

12.2.3. Logarithmische Modelle - linear-log
Yi=Bo+ B1-logXi +wy

marginale Effekte:
aY;

1

AY;
AX;
wenn sich X; um 1% dndert (AX; = 0.01 - Xj) ...

0.01X;
Xq

AX;
Xq

:
%612 = AYi= B

AYi ~ B] = 0.01 B]
...dann andert sich Y; um 0.01 - 3,

testscr = 3o + B logavginc +u

estl <- 1lm(testscr ~ log(avginc))

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 557.8323 4.2003 132.81 0.0000
log(avginc)  36.4197 1.5710 23.18  0.0000
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Wenn sich avginc um 1% éndert, dann andert sich testscr um 0.364 .

plot(testscr ~ avginc,main="district average income")
abline(estl,col="blue",lwd=3)
lines(avginc[or],fitted(est2) [or],col="red",1wd=3)
lines(avginc[or],fitted(estL) [or],col="green",1wd=3)
legend ("bottomright",c("linear","quadratic","log") ,lwd=3,
col=c("blue","red","green"))
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Marginale Effekte im linear-log Modell allgemein lautet unser Modell:
Yi=Bo+ B1-logXi +wy
in diesem Modell haben wir geschétzt:
Y; =558 +36.4 - log X; +w;

marginaler Effekt:

AYi AXl
AX;L Xi

Wir berechnen wieder marginale Effekte fiir verschiedene Werte von avginc:

:
~ B]Z AY; ~ B

X<-c(10,40,60)
meLinLog<-coef (estL) [2] /X

10 40 60
meQuad 3.00 0.47 -1.23
meLinLog 3.64 091 0.61
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12.2.4. Logarithmische Modelle - log-linear

logVi=Po+P1-Xi+u — Y= ePotbrXitw

marginale Effekte: 1
ox, P ox, ~ Pie
AlogY;
AX. 1 — AlogY; = 3;AX
AlogY; 1 AY; AY;
A—Y'I.%Y_l = AlOgY1_%Y—11 — AlOngzT%B]Axl

Eine Anderung von X; um eine Einheit bedeutet eine Anderung von Y; um den relativen
Anteil 37 (oder um 100 - 31 % ).

log testscr = 39 + Bravginc +u

estLL <- 1lm(log(testscr) ~ avginc)

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)
(Intercept) 6.4394 0.0024 2724.16 0.0000
avginc 0.0028 0.0001 20.37 0.0000

Eine Anderung von avginc um eine Einheit bedeutet eine Anderung von testscr um 0.28%.

plot(testscr ~ avginc,main="district average income")

abline(estl,col="blue",lwd=3)

lines(avginc[or],fitted(est2) [or],col="red",1wd=3)

lines(avginc[or],fitted(estL) [or],col="green",lwd=3)

lines(avginc[or],exp(fitted(estLL)) [or],col="black",lwd=3)

legend ("bottomright",c("linear","quadratic","log","loglin"),lwd=3,
col=c("blue","red","green","black"))
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Um die marginalen Effekte einfacher auszurechnen, verwenden wir hier die Funktion predict.

Y

oX;

Y, = ebotBr-Xitu B - ePotBi-Xq

X<-c(10,40,60)

meLogLin<-coef (estLL) [2] *exp(predict(estLL,newdata=list(avginc=X)))

10 40 60

meQuad 3.00 047 -1.23
meLinLog 3.64 091 0.61
meLogLin 183 199 211

12.2.5. Logarithmische Modelle - log-log
logYi = BO —+ B] . logXi —+ w

alternativ:
Yi=efo X{T - et~ efe X!

~1

marginaler Effekt:

aY'l — Yi
ax; ~ebo. g xP! = B]Z
Y, X,
X, Y. B1

(31 gibt die Elastizitat von Y; auf X; an.

log testscr = 3o + 31 logavginc +u
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estLLL<- Im(log(testscr) ~ log(avginc))

Estimate

Std. Error

t value Pr(>[t|)

(Intercept) 6.3363
log(avginc) 0.0554

0.0065
0.0024

981.90  0.0000
22.96  0.0000

Die Elastizitat von testscr beziiglich avginc ist 0.0554 .

plot(testscr ~ avginc,main="district average income")

abline(estl,col="blue",lwd=3)

lines(avginc[or],fitted(est2) [or],col="red",1lwd=3)

lines(avginc[or],fitted(estL) [or],col="green",lwd=3)

lines(avginc[or],exp(fitted(estLL)) [or],col="black",1lwd=3)
lines(avginc[or],exp(fitted(estLLL)) [or],col="orange",1lwd=3)
legend ("bottomright",c("linear","quadratic","log","loglin","loglog"),lwd=3,

col=c("blue","red","green","black","orange"))

district average income

(=3

(=]

o~

(=

o

=]
g 2 linear
4;; O
3 quadratic

S

=) lo g

% loglin

loglog
\ T T T T
10 20 30 40 50
avginc

Hier sind wieder die marginalen Effekte fiir verschiedene Werte von avginc:

Y;
0X;

X<-c(10,40,60)

_ Yi
= efo. g XP T & By

Xi

meLogLog<-exp (coef (estLLL) [1])*coef (estLLL) [2]*X~ (coef (estLLL) [2]-1)

10 40 60

meQuad 3.00 047 -1.23
meLinLog 3.64 091 0.61
meLogLin 183 1.99 2.11
meLoglog 3.56 0.96 0.65
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12.2.6. Vergleich der logarithmischen Modelle

« X und/oder Y werden jeweils transformiert

« Die Regressionsgleichung ist linear in den transformierten Variablen

« Hypothesentests und Konfizendintervalle konnen also wie gewohnt bestimmt werden
+ Die Interpretation von f3 ist jeweils unterschiedlich

. R?ist geeignet log-log und log-linear zu vergleichen

. R?ist geeignet linear-log und lineares Modell zu vergleichen

+ Ein Vergleich der Modelle mit log Y; und Y; ist nicht moglich.

— Okonomische Theorie ist erforderlich, um eine der Spezifikationen zu motivieren.

mtable("linear"=estl,"quadratic"=est2,"linear-log"=estL,"log-linear"=estLL,"log-log"=estLLL,
summary.stats=c("R-squared","AIC","N"))

linear quadratic linear-log  log-linear  log-log
(Intercept)  625.384***  607.302***  557.832***  6.439***  6.336***

(1.532) (3.046) (4.200) (0.002) (0.006)
avginc 1.879* 3.851+* 0.003***

(0.091) (0.304) (0.000)
avgine2 —0.042%**

(0.006)
log(avginc) 36.420%** 0.055***
(1.571) (0.002)

R? 0.508 0.556 0.563 0.498 0.558
Adj. R? 0.506 0.554 0.561 0.497 0.557
Num. obs. 420 420 420 420 420

5 < 0.001; **p < 0.01; *p < 0.05

12.3. Nichtlinearitaten in den Parametern

Bislang: Beginne mit einer nichtlinearen Spezifikation. Transformiere diese in eine Spezifi-
kation, die linear in Parametern ist.
Beispiel:

Yi= efo.xPr.en

| S
nicht linear

in Parametern

— 10gYi:f>o+B]~10gXi+LL'L

linear in
Parametern

Das klappt aber nicht immer. Beispiel: Das logistische Modell

Yi=3 T e BothiXi

1
+w


http://www.kirchkamp.de/

264 — [ 15 November 2025 18:22:55 (2c16c7a) |

konnen wir nicht so transformieren, dass es linear in Parametern ist.
o

S
© |
— o
=
x
Toe ]
= s
oy
g
<
+ s
-
=
~
—
R
=
[

OLS ist nicht mehr méglich

statt dessen:
— Nonlinear least squares

— Maximum-Likelihood Verfahren

12.4. Schliisselbegriffe

Nichtlineare Regression
— Quadratische Regression
— Polynomiale Regression

— log-linear / linear-log / log-log Modell
« Marginaler Effekt

Elastizitat

Anhang 12.A Beispiele fiir die Vorlesung
Betrachten Sie das folgende Regressionsmodell:
Y = Bo+ B log Xy + leong +u

Thre Nullhypothese ist, dass bei einem Wert von )9 = 10 der marginale Effekt von X; den
Wert —2 hat. Welchen Wert erwarten Sie also fur 31?
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Fiir 3, schétzen Sie in diesem Modell einen Wert von 12. Was ist der marginale Effekt von
X; auf Y wenn X, den Wert 3 annimmt?

Mit den gleichen Daten schétzen Sie ein neues Regressionmodell und erhalten das folgende
Ergebnis:

Im(formula = y ~ log(xl) + x2 + x3)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2.0 2.0 1.0 0.319962
log(x1) 25.0 2.0 12 5 < 2e-16
x2 -2.0 0.5 4.0 0.000129
x3 2.5 0.5 5.0 2.77e-06

Wie grofl ist der marginale Effekt von x1 an der Stelle x1 = 50?
Wie grof§ ist der marginale Effekt von x2 an der Stelle x2 = 50?

Anhang 12.B  Ubungen

Ubung 12.1 1. Beschreiben Sie die Bedeutung von Nicht-Linearitdt in den Variablen sowie
Nicht-Linearitdt in den Parametern fiir die Schdtzung mit OLS.

2. Betrachten Sie folgende Gleichungen und bestimmen Sie, ob diese linear in den Variablen,
linear in den Parametern, beides oder keines von beiden sind:

a) Yi=Bo+B1-X;+B2- X +e
b) Yi=PBo+B1-XP?+e

c) Yi=Po+ P1-logXi+ €

d) Yi=Bo—Pr-ePX +e

e) Yo =p,4+B,- X2+

W) Yi:[30+61'xli+€

Ubung 12.2 Sie schdtzen einen Zusammenhang mit Hilfe unterschiedlicher Modelle. In der
folgenden Tabelle sind jeweils die Modelle und die geschdtzten Koeffizienten zusammengefasst.

Modell f)() B]
()Y =PBo+P1-X+u 0.44 185
2)Y =00+ P -logX+u 1.8 04
(3)logY =PBo+pB1-X+u -0.7 18
(4)logY =PBo+ PB1-logX+u| 07 04

Welches Modell kann ihnen jeweils eine Antwort geben auf die Frage nach...
« ...die marginale Anderung von'Y auf eine Anderung von X um ein Prozent?

« ...die prozentuale Anderung von'Y auf eine Anderung von X um ein Prozent?
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« ...die prozentuale Anderung von Y auf eine Anderung von X um eine Einheit?
« ...die marginale Anderung von Y auf eine Anderung von X um eine Einheit?

« ...die Elastizdit von Y nach X?

Ubung 12.3 Betrachten Sie den Datensatz Wages und bestimmen Sie den prozentualen Lohn-
zuwachs fiir jedes weitere Jahr an Arbeitserfahrung

Ubung 12.4 Betrachten Sie eine Standard »Cobb-Douglas« Produktionsfunktion
Qz?\-Kﬁ‘ CLB2 . MBs

Dabei ist Q der produzierte Output, K das eingesetzte Kapital, L Arbeit, und M Verbrauchsma-
terial.
Kann man OLS verwenden, um einen Zusammenhang zwischen diesen Variablen zu schditzen?

Ubung 12.5 Die Nachfrage nach Kaffee wird beschrieben durch

log Q = Bo+ PBrlogP + B,Y

Dabei ist Q die Menge Kaffee, P der Preis, und Y die Wachstumsrate des Volkseinkommens.
Nehmen Sie an, dass 39 = 0.7, 31 = —1, und 3, = 0.5.

1. Wie verdndert sich Q, wenn der Kaffeepreis um 5% steigt?

2. Wie verdndert sich Q, wenn die Wachstumsrate von 5% auf 1% fallt?

Ubung 12.6 Betrachten Sie nochmals das obige Modell des Kaffeepreises. Neuere Forschungen
haben ergeben, dass das Modell den Zusammenhang gut beschreibt, solange Y positiv ist. Au-
Berhalb dieses Bereichs hat Y keinen Einfluss auf Q, d.h. die Situation Y = —0.05 fiihrt zum
gleichen Kaffeekonsum wie Y = 0.

« Modellieren Sie diesen Zusammenhang.

Ubung 12.7 Sie untersuchen wieder, ob das Geschlecht eines Arbeitnehmers Einfluss auf das
Bruttoeinkommen hat und fiihren folgende Regression durch:

Bruttoeinkommen<—c (2500,4000,3000,7000,5000,2900,1500)
Geschlecht<-as.logical(c(1,0,0,0,0,1,1))
summary (1m(log(Bruttoeinkommen) ~Geschlecht))

Call:
Im(formula = log(Bruttoeinkommen) ~ Geschlecht)

Residuals:
1 2 3 4 5 6 7
0.12080 -0.12377 -0.41145 0.43585 0.09937 0.26922 -0.39002

© Dliver Kirchkamp


http://www.kirchkamp.de/

© Dliver Kirchkamp

BWw24.1 — 267

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 8.4178 0.1766 47.670 0.0000000767 x**x*
GeschlechtTRUE -0.7146 0.2697 -2.649 0.0455 *
Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.3532 on 5 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.584, Adjusted R-squared: 0.5007
F-statistic: 7.018 on 1 and 5 DF, p-value: 0.04547

1. Wie lautet die Regressionsgleichung?

2. Welchen Wert nimmt R? an?

Ubung 12.8 Ein Autofabrikant untersucht den Zusammenhang zwischen der Anzahl der pro-
duzierten Autos (Y) und der Anzahl der eingesetzten Arbeiter (X). Da er nicht weif3, welcher
Zusammenhang besteht, vergleicht er das lineare mit dem linear-log Modell mit R. Dabei ergab
sich der folgende Output:

x <- ¢(200,600,800,400,50,1000,500,300)
y <- ¢(2750,4500,4700,4000,1000,4900,4200,3500)
summary (1m(y~x) )

Call:
Im(formula = y ~ x)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1137.4 -274.6 224.5 444 .0 599.5

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 1956.9325 452.7692 4.322 0.00497 *x*
X 3.6090 0.8031 4.494 0.00413 *x*

Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
Residual standard error: 667 on 6 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7709, Adjusted R-squared: 0.7327
F-statistic: 20.19 on 1 and 6 DF, p-value: 0.004132

summary (Im(y~log(x)))

Call:
Im(formula = y ~ log(x))
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Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-169.34 -87.81 15.14 79.78 167.51

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -4255.09 313.80 -13.56 0.000009980 x***
log(x) 1349.85 52.69 25.62 0.000000233 ***
Signif. codes: O 'x*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 132.6 on 6 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9909, Adjusted R-squared: 0.9894
F-statistic: 656.3 on 1 and 6 DF, p-value: 0.0000002331

1. Fur welches Modell sollte er sich entscheiden?

2. Sie betrachten nun auch ein log-lineares und log-log Modell.

summary (1m(log(y)~x))

Call:
Im(formula = log(y) ~ x)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.6537 -0.1385 0.1479 0.2144 0.2764

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 7.4962744 0.2414628 31.045 0.0000000742 *x**
X 0.0013035 0.0004283  3.043 0.0227 *
Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.3557 on 6 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6069, Adjusted R-squared: 0.5413
F-statistic: 9.262 on 1 and 6 DF, p-value: 0.02271

summary (1m(log(y)~log(x)))

Call:
lm(formula = log(y) ~ log(x))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.17288 -0.11025 0.03017 0.11303 0.13606
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Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 4.96685 0.32027 15.508 0.00000455 **x
log(x) 0.53607 0.05378 9.968 0.00005897 x**x

Signif. codes: O '*¥x' 0.001 '*x*' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
Residual standard error: 0.1354 on 6 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9431, Adjusted R-squared: 0.9336
F-statistic: 99.37 on 1 and 6 DF, p-value: 0.00005897

Welches dieser beiden Modelle stellt den Zusammenhang besser dar?

3. Fur welches der vier Modelle sollte er sich nun entscheiden?

Ubung 12.11 Sei P der Preis und Q die nachgefragte Menge, X die Sonnenscheindauer an ei-
nem Verkaufstag, und u der Storterm der Regression. Wir nennen %% die Preiselastizitdt der
Nachfrage. Sie schitzen die Gleichung

logQ = Bo+ PBrlogP + BxX+u

und erhalten folgendes Ergebnis:

A

B &
Bo 50 10
Bp 5 1
Bx 2 2

Wie grof$ ist die geschdtzte Preiselastizitdt?

## [1] 6.2

linew

[1] 6.2

A. Eine kurze Einfithrung in R

In diesem Kurs verwenden wir R als ein Beispiel fir ein Statistikpaket. Natiirlich haben an-
dere Statistikpakete ebenfalls ihre Berechtigung, fiir diesen Kurs miissen wir uns jedoch fiir
ein Paket entscheiden. R hat den grofien Vorteil, dass es Open Source ist. Sie konnen es ohne
Einschrankung auf Ihrem eigenen Rechner installieren. Hinzu kommt, dass R ein sehr lei-
stungsfahiges Paket ist, das mit den kommerziellen Paketen mithalten kann und ihnen in
einigen Punkten durchaus tiberlegen ist.
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Auch wenn Sie fiir Thre Arbeit spater ein anderes Paket verwenden werden, werden Sie
feststellen, dass die Konzepte sich in vielen Punkten dhneln.

Auf der Homepage des R Projekts finden Sie zahlreiche Dokumentationen. Probieren Sie
aus, welche Thnen davon gut zusagt.

Fiir den schnellen Einstieg finden Sie in diesem Kapitel einige Tipps.

Einen freundlichen Zugang zu R bietet die Bibliothek Rcmdr. Wir kénnen den Rcmdr z.B.

mit dem Kommando library(Rcmdr) starten.
Im Rcmdr sehen wir zwei grofie Fenster. Das obere ist fiir Kommandos reserviert, das un-
tere fiir Ergebnisse. Im oberen Fenster konnen wir z.B. eingeben

2+2

und dann auf Submit klicken. Im unteren Fenster erscheint dann das Ergebnis.

Zum Erforschen der Moglichkeiten von R ist der Remdr recht praktisch. Wenn Sie aber erst
einmal wissen, wohin Sie wollen, erscheint er mir eher hinderlich. Aus diesem Grund werde
ich ihn in der Vorlesung nicht verwenden. Alle Befehle, die ich hier oder in der Vorlesung
verwende, konnen Sie aber auch im Eingabefenster des Rcmdr eintippen. Das gibt Thnen die
Moglichkeit, im Menii nach Alternativen suchen zu kénnen, ohne gleich die Dokumentation
Threr Wahl zu benutzen.

A.1. Installation von R

Auf der Homepage des R Projekts finden Sie im Menii auf der linken Seite einen Link Down-
load / CRAN. Dieser fiihrt Sie zu einer Auswahl von »Mirrors« auf der ganzen Welt. In Jena
liegt moglichweise der GWDG Mirror in Géttingen besonders nahe. Dort finden Sie Anlei-
tungen fir die gédngigen Betriebssysteme.

Installation von Libraries Wenn das Kommando library die gewiinschte Bibliothek
nicht findet, ist sie vielleicht nicht installiert. In einer vollstindigen Installation von R konnen
Sie fehlende Bibliotheken leicht nachinstallieren. Das Kommando

install.packages("Ecdat")

installiert beispielsweise die Bibliothek Ecdat. Bei manchen Installationen gibt es auch
ein Meni »Packages« das Ihnen erlaubt, fehlende Libraries nachzuinstallieren. Benutzer von
Betriebssystemen der Firma Microsoft finden in der FAQ for Packages hilfreiche Tipps.

A.2. Datentypen und Zuweisungen

R kennt verschiedene Datentypen. Einige davon werden wir in diesem Kapitel kennenlernen.
Um eine Zahl (oder einen Vektor, oder ein beliebiges Objekt) einer Variablen zuweisen zu
konnen, verwenden wir den Operator <-

x <- 4

R speichert das Ergebnis dieser Zuweisung als double.
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typeof (x)

[1] "double"
Jetzt konnen wir mit x rechnen:

2 * x
(1] 8
sqrt(x)

(11 2

Oft werden wir nicht nur mit einer einzigen Zahl (einem Skalar) rechnen, sondern mit
mehreren die in einem Vektor zusammengefasst werden. Mehrere Zahlen werden mit ¢ zu
einem Vektor zusammengefasst.

x <- c(21,22,23,24,25,16,17,18,19,20)
X

[1] 21 22 23 24 25 16 17 18 19 20

Wenn wir eine lange Liste von aufeinanderfolgenden Zahlen brauchen (wie in diesem Bei-
spiel) hilft der Operator : oder die Funktion seq.

21:30

[1] 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
seq(21,30)

[1] 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

y <= 21:30

Subsets Auf einzelne Elemente eines Vektors konnen wir mit [ ] zugreifen.

x[1]

[1] 21

Wenn wir auf mehrere Elemente zugreifen wollen, verwenden wir einfach mehrere Indizes
(die mit ¢ verbunden werden). Das kénnen wir auch verwenden, um die Reihenfolge der
Werte zu andern.

x[c(3,2,1)]
[1] 23 22 21
x[3:1]

[1] 23 22 21
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[1] 21 22 23 24 25 16 17 18 19 20

(um einen langeren Vektor zu sortieren, wiirden wir die Funktion order verwenden).
order (x)

[1] 6 7 8 910 1 2 3 4 5
x [order (x)]

[1] 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(order berechnet zunachst nur eine »Ordnungx, also eine Reihenfolge, in der die Elemente
eines Datensatzes angeordnet werden miissen, um geordnet zu sein. Wir verwenden x [ . . .]

um das geordnete Ergebnis anzusehen. )
Negative Indizes lassen Elemente weg:

x[-1:-3]

[1] 24 25 16 17 18 19 20

Wahrheitswerte Wahrheitswerte kénnen entweder TRUE oder FALSE sein. Wenn wir ei-
nen Vektor mit einer Zahl vergleichen, dann wird jedes Element verglichen (das folgt aus der
recycling Regel, siehe unten):
X

[1] 21 22 23 24 25 16 17 18 19 20
x < 20

[1] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE

typeof (x < 20)
[1] "logical"
Wir konnen auch Wahrheitswerte als Index verwenden:

x [ x < 20 ]

[1] 16 17 18 19

Zeichenketten Genauso wie Zahlen, so konnen wir auch Zeichenketten einer Variablen
zuweisen:
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x <- "Mary"
typeof (x)

[1] "character"

Wir konnen auch mit Vektoren von Zeichenketten arbeiten:

x <= c("John","Mary","Jane")

x[2]
[1] "Mary"
x[3]<-"Lucy"

X

[1] "John" "Mary" "Lucy"

Faktoren Oftmals ist es umstindlich, eine Zeichenkette, die in einem Datensatz immer
wieder vorkommt, jedesmal erneut zu speichern. Wir wollen uns z.B. merken, ob eine Beob-
achtung zu einem Mann oder einer Frau gehort. Effizient merken wir uns z.B. fir male" eine
2, und fir female" eine 1.

x <- factor(c("male","female",
"female","male"))

typeof (x)

[1] "integer"

class(x)

[1] "factor"

levels(x)

[1] "female" "male"

x[2]

[1] female
Levels: female male

as.numeric(x)

[1] 2112

R behandelt Faktoren auf eine sehr transparente Weise. Der Benutzer kommt normaler-
weise nur mit den Zeichenketten, nicht mit den Zahlen, in Beriihrung.
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Listen Listen verbinden potenziell verschiedene Datentypen:

x <- list(a=123,b="hello world",c=3)
x[[1]1]

[1] 123

x[["a"]]

[1] 123

x$a

[1] 123

x$b

[1] "hello world"

Natiirlich kdnnen wir auch Listern verschachteln:

y <- list(g=456,h="hello world",i=x)
y$isc

[1] 3
y[["i"11[["c"]]
(11 3

typeof (y)

[1] "list"
class(y)

[1] "1list"

Dataframes Sehr oft arbeiten wir mit »rechteckigen« Datenstrukturen, d.h. Listen, bei

denen alle Elemente Vektoren der gleichen Lange sind.

x <- data.frame(a=1:3,b=c("a","b","c"))
X

W N =
W N~
o o o

x$a

© Oliver Kirchkamp
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[1] 1 2 3
x$b

[1] llall |Ibl| IICII

x[["6"]]
[1] "a" "bn v
x[,"b"]

[1] "a" "b" v

x[1:2,]

N = P
o p O

1
2
typeof (x)

[1] "1list"

A.3. Funktionen

Es gibt eine Menge eingebaute Funktionen:

mean (x)

median (x)

max (x)

min (x)

length(x)
unique(c(1,2,3,4,1,1,1))

Wenn uns die nicht mehr ausreichen, konnen wir selbst welche schreiben:
square <- function(x) {
X*X

}

Der letzte Wert einer Funktion (hier x*x) ist jeweils das Ergebnis (der Riickgabewert). Nun
koénnen wir die Funktion verwenden.

square (7)
[1] 49

Wenn wir eine Funktion auf viele Zahlen anwenden wollen, hilft sapply:
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range <- 1:10
sapply (range, square)

[1] 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
Wir mussen uns keinen extra Namen fir die Funktion ausdenken:

sapply(range,function(x) x*x)

[1] 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

A.4. Zufallszahlen

Zufallszahlen konnen fiir sehr unterschiedliche Verteilungen generiert werden. R berechnet
pseudo-Zufallszahlen, d.h. es nimmt Zahlen aus einer langen Liste. Den Startwert dieser Liste
legt das Kommando set. seed fest.

set.seed(123)
10 pseudo-normalverteilte Zufallszahlen erhalten wir dann mit

rnorm(10)

[1] -0.56047565 -0.23017749 1.55870831 0.07050839 0.12928774 1.71506499
[7] 0.46091621 -1.26506123 -0.68685285 -0.44566197

Wir erhalten die gleiche Liste, wenn wir die Liste auf den gleichen Startwert setzen:

set.seed(123)
rnorm(10)

[1] -0.56047565 -0.23017749 1.55870831 0.07050839 0.12928774 1.71506499
[7] 0.46091621 -1.26506123 -0.68685285 -0.44566197

Das ist niitzlich, wenn wir die gleichen »zufalligen« Ergebnisse zuverlédssig reproduzieren

wollen.
10 gleichverteilte Zufallszahlen auf dem Intervall [100, 200] gibt es mit

runif (10,min=100,max=200)

[1] 188.9539 169.2803 164.0507 199.4270 165.5706 170.8530 154.4066 159.4142
[9] 128.9160 114.7114

Wir verwenden Zufallszahlen oft, um Prozesse zu simulieren. Um einen Prozess oft zu
wiederholen, hilft das Kommando replicate.

replicate(10,mean(rnorm(100)))

[1] 0.016749257 -0.024755975 0.061320514 -0.028205903 0.087712299
[6] -0.025113287 -0.141043824 0.123989920 0.109293109 -0.002743263

nimmt beispielsweise 10 mal den Mittelwert von jeweils 100 pseudo-normalverteilten Zu-
fallszahlen.
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A.5. Beispiel-Datensatze

Wir haben gerade gesehen, dass das Kommando c uns erlaubt, die Elemente eines Vektors
einfach einzugeben. Das ist fir lange Datensitze jedoch sehr lastig und auch nur selten not-
wendig. R bringt von sich aus bereits sehr viele Datenséatze mit. Diese Datensétze sind, wie
auch viele statistische Funktionen, in Bibliotheken (libraries) organisiert. Da der Funktions-
umfang aller Bibliotheken sehr grof} ist, werden zu Beginn nur wenige Bibliotheken geladen.
Weitere Bibliotheken konnen jedoch jederzeit mit dem Kommando 1library nachgeladen
werden.

Wir werden oft die Bibliothek Ecdat verwenden. Sie stellt verschiedene 6konometrische
Datensatze bereit. Auflerdem benutzen wir oft die Bibliothek car die uns zu einigen prakti-
schen 6konometrischen Funktionen hilft.

Wenn wir eine bestimmte Funktion suchen, und nicht wissen, welche Bibliothek dafiir
zustéandig ist, hilft das Kommando RSiteSearch oder die R Site Search Extension fiir Firefox.

Der Datensatz BudgetFood ist z.B. in der Bibliothek Ecdat enthalten.

library(Ecdat)
data(BudgetFood)

Um die ersten Zeilen des Datensatzes anzusehen, hilft das Kommando head:
head (BudgetFood)

wfood totexp age size town  sex

1 0.4676991 1290941 43 5 2 man
2 0.3130226 1277978 40 3 2 man
3 0.3764819 845852 28 3 2 man
4 0.4396909 527698 60 1 2 woman
5 0.4036149 1103220 37 5 2 man
6 0.1992503 1768128 35 4 2 man

Um mehr uiber die Struktur zu erfahren, verwenden wir das Kommando str:
str (BudgetFood)

'data.frame': 23972 obs. of 6 variables:

$ wfood : num 0.468 0.313 0.376 0.44 0.404 ...

$ totexp: num 1290941 1277978 845852 527698 1103220 ...

$ age : num 43 40 28 60 37 35 40 68 43 51 ...

$ size :num 5331544297 ...

$town :num 2222222222 ...

$ sex : Factor w/ 2 levels "man","woman": 1 112111211 ...

Normalerweise wollen wir aber gerade nicht die vielen Zahlen ansehen, sondern struktu-
riert daraus (ibersichtliche) Zahlen ableiten (Parameter oder Konfidenzintervalle, p-Werte,
)

Die Bedeutung der einzelnen Spalten in diesem Datensatz kénnen wir mit dem Kommando
help erfahren.
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help(BudgetFood)
Ein wichtiges Kommando um eine Ubersicht zu erhalten ist summary

summary (BudgetFood)

Wir kénnen wir nun auf einzelne Spalten unseres Datensatzes zugreifen? Da R mehrere
Datensétze gleichzeitig kennen kann, gibt es viele Moglichkeiten. Eine Moglichkeit ist es, an
den Namen des Datensatzes (BudgetFood) mit einem Dollarzeichen den Namen der Varia-
blen anzuhangen.

BudgetFood$age

[1] 43 40 28 60 37 35 40 68 43 51 43 48 51 58 61 53 58 64 50 50 47 76 49 44 49
[26] 51 56 63 30 70 29 60 50 56 36 46 43 32 45 34
[ reached getOption("max.print") -- omitted 23932 entries ]

Das ist praktisch, wenn wir mit vielen unterschiedlichen Datensétze gleichzeitig arbeiten
wollen.

Wir sehen an diesem Beispiel auch, dass R, um Thren Bildschirm nicht mit langen Zah-
lenkolonnen zu iiberschwemmen, jeweils nur einen Teil des langen Vektors anzeigt und auf
diese Unterlassung Rest mit »omitted ... entries« hinweist.

Wenn wir aber nur mit einem Datensatz rechnen wollen, hilft das Kommando attach.

attach(BudgetFood)
age

[1] 43 40 28 60 37 35 40 68 43 51 43 48 51 58 61 53 58 64 50 50 47 76 49 44 49

[26] 51 56 63 30 70 29 60 50 56 36 46 43 32 45 34
[ reached getOption("max.print") -- omitted 23932 entries ]

Ab jetzt werden alle Variablen zunédchst im Datensatz BudgetFood gesucht. Wenn wir das
nicht mehr wollen, sagen wir

detach(BudgetFood)
Eine dritte Moglichkeit ist das Kommando with:

with(BudgetFood,age)

[1] 43 40 28 60 37 35 40 68 43 51 43 48 51 58 61 53 58 64 50 50 47 76 49 44 49
[26] 51 56 63 30 70 29 60 50 56 36 46 43 32 45 34
[ reached getOption("max.print") -- omitted 23932 entries ]

Natiirlich konnen wir uns die Variablen auch grafisch ansehen. hist zeichnet z.B. ein
Histogramm:
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with(BudgetFood,hist(age))

Histogram of age
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Die meisten Kommandos haben zahlreichen Optionen, die Thnen erlauben, das Ergebnis
anzupassen. Werfen Sie einmal einen Blick in die Hilfeseite fiir hist die Sie mit help(hist)
erreichen. Vielleicht gefallt Ihnen die folgende Grafik ja besser:

with(BudgetFood,hist (age,breaks=40,xlab="Alter [Jahre]",ylab="Anzahl",col=gray(.7),main="Spanien"))

Spanien

1000
1

Anzahl
0

200
1

20 40 60 80 100

Alter [Jahre]

A.6. Grafiken
Es gibt unterschiedliche Moglichkeiten, Zahlen grafisch darzustellen.
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Darstellungsweisen fiir die Verteilung einer Variablen, die wir in der Vorlesung haufig
verwenden, sind die folgenden:

with(BudgetFood, {

hist(age)

plot(density(age))

boxplot(age ~ sex,main="Boxplot")
b

A.6.1. Densityplot

Der Densityplot zeigt eine Information wie das Histogramm. Es gibt zwei wesentliche Un-
terschiede.

« Die vertikale Achse zeigt die Dichte, d.h. die Haufigkeit/Gesamtanzahl der Beobach-
tungen.

« Die Linie versucht »glatt« zu sein. Sie zeigt, gegeben die Beobachtungen die wir haben,
die geschdtzte Dichte einer Verteilung, wenn wir denn unendlich viele Beobachtungen

haben.

A.6.2. Boxplot

« Die Grenzen der Box sind das erste und dritte Quartil. Der dicke Strich in der Mitte ist
der Median. Wir nennen den Abstand vom ersten zum dritten Quartil den Interquar-
tilsabstand (IQR).

« Die gestrichelten Linien reichen vom bis zu dem Punkt der nicht weiter als 1.5 x IQR
vom Median entfernt ist.

« Jeder Wert der weiter als 1.5 x IQR vom Median entfernt ist (Ausreif3er), wird extra als
Punkt markiert.

Warum nimmt man gerade 1.5 X IQR? — Wenn die Daten normalverteilt sind, dann ist das
Ende der gestrichelten Linien etwa 2 Standardabweichungen vom Mittelwert entfernt.

1.5 * (gqnorm(.75) - gnorm(.25))
[1] 2.023469

Das ist recht nahe dem 2.5% und 97.5% Quantil:
qnorm(.975)

[1] 1.959964

das heif3t, bei einer Normalverteilung liegen etwa 95% der Werte innerhalb der gestrichel-
ten Linien und nur 5% auflerhalb.
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A.6.3. Empirische kumulierte Verteilung
plot (ecdf (age) ,do.points=FALSE)

ecdf(age)

1.0

0.6 0.8

Fn(x)

0.4

0.2

0.0

20 40 60 80 100

Das Diagramm zeigt auf der horizontan Achse den Wert der Beobachtung, auf der vertika-
len Achse die empirische Verteilung, also den Anteil der Werte die kleiner sind als der Wert
der jeweiligen Beobachtung.

x <- sample(BudgetFood$age,

100) gqgnorm(x)
plot(ecdf (x) ,main="ecdf") qqline(x)
ecdf Normal Q-Q Plot
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A.6.4. Q-Q Normal Plot

Dieses Diagram (oben rechts) zeigt, ob eine Variable etwa normalverteilt ist (es gibt Varian-
ten fiir andere Verteilungen). An der vertikalen Achse wird die Variable dargestellt, an der
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horizontalen Achse die Quantile der Normalverteilung, die der empirischen Verteilung der
Variablen entsprechen. Entspricht die Verteilung also einer Normalverteilung, dann liegen
alle Punkte auf einer Geraden. qgline ist eine Gerade, die durch das erste und dritte Quartil

geht.

« Manchmal ist es offensichtlich, wie wir unsere Daten fur diese Funktionen vorberei-
ten. Manchmal ist die Aufbereitung der Daten kompliziert. Dann helfen uns andere
Kommandos die ein Objekt berechnen, das gezeichnet werden kann (mit plot)

— density, ecdf, xyplot...

« Einige Kommandos zeichnen unsere aufbereiteten Daten:

— plot, hist, boxplot, barplot, curve, mosaicplot,...

« Wieder andere Kommandos zeichnen etwas in eine vorhandene Grafik:

— points, text, lines, abline, qqline...

A.6.5. Mosaicplot

Der Mosaicplot stellt die gemeinsame Haufigkeitsverteilung von Merkmalen dar. Die Grofle
der Flachen ist proportional zu den Haufigkeiten. Abhéngigkeiten zwischen den Merkmalen
fallen leicht als ungleichmaflige Flachen auf.

mosaicplot(HairEyeColor[, ,"Male"] ,main="Hair")
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A.6.6. Graphen von Funktionen

curve zeichnet Graphen von Funktion von x.
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curve (dchisq(x,3),from=0,t0=10)
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A.6.7. Leere Plots

Manchmal hilft es, mit einem leeren Plot zu starten. Allerdings miissen wir dann plot ein
bisschen unter die Arme greifen. Normalerweise kann plot aus den Daten schlieflen, wel-
chen Bereich die Achsen abdecken und wie die Achsen benannt sind. Mit einem leeren Plot
miissen wir diese Angaben als Option hinzufiigen.

plot (NULL,x1im=c(0,10) ,ylim=c(-3,6) ,xlab="x",ylab="y" ,main="an empty plot")

an empty plot

A.6.8. Linientyp
Fast alle Kommandos, die etwas zeichnen, halten sich an die folgenden Konventionen:

« 1ty Linientyp ("dashed", "dotted", oder einfach eine Zahl)
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plot (NULL,ylim=c(1,6),xlim=c(0,1) ,xaxt="n",ylab="1ty",las=1)
sapply(1:6,function(lty) abline(h=1lty,lty=1ty,lwd=5))

lty

2 - - - - - - - E) ) E) G ED ED ED D @D @D @ «

« 1lwd Liniendicke (eine Zahl)

« col Farbe (red", "green", gray(0.5) )

A.6.9. Punktstil

Die Form von Punkten wird mit pch festgelgt.

range=1:20
plot(range,range/range,pch=range, frame=FALSE)
text (range,range/range+.2,range)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
O A + X O v R ¥ & o X B X N H € A o @ o

A.6.10. Legenden

Wenn wir mehr als eine Linie oder mehr als ein Symbol in unserem Plot verwenden, dann
miissen wir die Bedeutung der Linien und Symbole erklaren. Das geschieht in einer Legende

Normalerweise erhalt 1egend einen Vektor von Linienstilen 1ty und Symbolen pch. Die
werden verwendet um eine Beispiellinie und ein Beispielsymbol neben dem Text der Legende
zu zeichnen. Wenn 1ty oder pch den Wert NA haben, dann wird keine Linie oder kein Symbol
gezeichnet.

plot (NULL,x1im=c(0,10),ylim=c(-3,6) ,xlab="x",ylab="y" ,main="empty plot")

legend("topleft",c("Text 1","more Text","even more"),lty=1:3,pch=1:3)

legend("bottomright",c("no line no symbol","line only","line and symbol","symbol only"),
lty=c(NA,2,3,NA) ,pch=c(NA,NA,3,4) ,bg="white")

© Oliver Kirchkamp


http://www.kirchkamp.de/

© Dliver Kirchkamp

BWw24.1 — 285

empty plot
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A.6.11. Hilfslinien

Wenn wir in eine Grafik Hilfslinien einzeichnen wollen, hilft das Kommando abline

plot (NULL,x1im=c(0,10),ylim=c(-3,6) ,xlab="x",ylab="y" ,main="main title")

abline(h=2:6,1ty="dotted")

abline(v=5,1ty="dashed")

abline(a=-1,b=1,1wd=5,col=grey(.7))

legend ("bottomright",c("h","v","a/b"),lty=c("dotted","dashed","solid"),col=c("black","black",grey(.7)),1

main title
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abline kennt die folgenden wichtigen Parameter:

« h=fir horizontale Linien
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« v= fir vertikale Linien

« a=..., b=... fir Linien mit Achsenabschnitt a und Steigung b

Diese Parameter konnen auch Vektoren sein, wenn wir mehrere Linien gleichzeitig zeich-
nen wollen.

A.6.12. Achsen

Die Optionen log="'x"',1log="y"' oder log="'xy"' legen fest, welche Achse logarithmisch dar-
gestellt wird.

data(PE,package="Ecdat")
xx<-data.frame (PE)
attach(xx)

plot (price, earnings) plot(price, earnings, plot(price, earnings,

10g="X" 1Og=quu)
(=)
o S . =
k= &b ~ N Q
g o g £
g E g E 3
] < N < N
(] (]
(=)
o 3
0 400 1000
5 50 500 5 50 500
price . )
price price

Um mehr Gestaltungsspielraum zu haben, kann man die Achsen entweder ganz entfernen
(axes=FALSE) oder teilweise unterdriicken (xaxt=n" oder yaxt=n") um dann mit axis eine

neue Achse zu zeichnen. _ .
plot(price, earnings, plot(price, earnings, plot(price, earnings,

log="xy",axes=FALSE) log="xy",xaxt="n" log="xy",xaxt="n"
axis(1,at=c(5,10,20,40,
80,160,320,640,1280))

earnings
earnings
earnings

price price price
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Wenn wir viele Labels fiir die Achsen angeben (wie im obigen Beispiel), wird R nicht alle
davon drucken, falls sie tiberlappen.

A.7. Tabellen

Haufigkeiten Das Kommando table berechnet eine Haufkeitstabelle. Hier schauen wir
uns nur die ersten 16 Spalten an:

with(BudgetFood,table(sex ,age ))[,1:16]

age

sex 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
man 3 6 21 21 36 37 87 100 132 201 210 248 254 329 367 363
woman O 2 7 9 12 21 19 21 22 26 18 28 10 25 28 12

Andere Statistiken Das Kommando aggregate gruppiert unsere Daten nach dem Wert
eines oder mehrerer Faktoren und wendet dann eine Funktion auf jede Gruppe an. Im fol-
genden Beispiel werden die Gruppen gebildet durch die Variable sex, die Funktion ist der
Mittelwert mean der von der Variablen age berechnet wird.

with(BudgetFood,aggregate(age ~ sex,FUN=mean))

sex age
1 man 49.08985
2 woman 59.47445

A.8. Regressionen

Einfache Regressionen konnen wir mit dem Kommando 1m schitzen. Der Operator ~ hilft
uns, eine Regressionsgleichung anzugeben. Links von ~ steht die abhangige Variable, links
die unabhangigen Variablen.

Im (wfood ~ totexp,data=BudgetFood)

Call:

Im(formula = wfood ~ totexp, data = BudgetFood)
Coefficients:

(Intercept) totexp
0.4950397225 -0.0000001348

Das Ergebnis ist noch etwas trocken. Mehr Details erhalten wir mit dem Kommando
summary.

summary(lm (wfood ~ totexp,data=BudgetFood))
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Call:
Im(formula = wfood ~ totexp, data = BudgetFood)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.49307 -0.09374 -0.01002 0.08617 1.06182

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 0.495039722500 0.001561819134 316.96 <2e-16 **x
totexp -0.000000134849 0.000000001459 -92.41 <2e-16 **x
Signif. codes: 0O '***x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.056 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 0.1422 on 23970 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2627, Adjusted R-squared: 0.2626
F-statistic: 8540 on 1 and 23970 DF, p-value: < 2.2e-16

A.9. Starten und Verlassen von R

Wann immer Sie R aufrufen, versucht das Programm zuerst im aktuellen Verzeichnis, dann in
Threm Home-Verzeichnis eine Datei .Rprofile zu lesen und auszufithren. Das ist praktisch,
wenn Sie bei jedem Start die gleichen Kommandos ausfithren wollen. Z.B. sorgt die Zeile

options(browser = "/usr/bin/firefox")

in .Rprofile dafiir, dass das Hilfesystem immer den Browser firefox verwendet.
Auch beim Verlassen versucht Thnen R die Arbeit einfach zu machen. Auf das Kommando

qO

antwortet R zunachst mit
Save workspace image? [y/n/c]:

Hier haben Sie die Moglichkeit, alle Daten, mit denen Sie im Moment arbeiten, als Datei
.Rdata im aktuellen Verzeichnis abzuspeichern. Beim nachsten Start (aus diesem Verzeich-
nis) liest R diese Datei automatisch ein, und Sie konnen mit Threr Arbeit fortfahren.
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